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ОСНОВНІ АРИФМЕТИЧНІ АЛГОРИТМИ

Оригінальний алгоритм Евкліда (алгоритм E, Кнут, т.2, с. 380)

За двома цілими числами А і С, які більше одиниці, цей алгоритм знаходить їх найбільший загальний дільник.

1. [Чи ділиться число А на число С?] Якщо С ділить А, то алгоритм закінчується. Результатом є число С.

2. [Замінити число А остачею.] Якщо A mod C дорівнює одиниці, то задані числа є взаємно простими, тому алгоритм закінчується. В супротивному випадку замінити пару чисел А і С парою (C, A mod C) і повернутися до кроку 1.

Сучасна редакція алгоритму Евкліда (алгоритм А, Кнут, т.2, с. 380)

За двома невід’ємними цілими числами u і v цей алгоритм знаходить їх найбільший загальний дільник.

1. [v = 0?] Якщо v = 0, то виконання алгоритму закінчується. Результатом є число u.
2. [Обчислити u mod v.] Присвоїти r ( u mod v, u ( v, v ( r і повернутися до кроку 1. (В результаті цього значення v зменшується, а значення gcd(u, v) залишається незмінним.)

gcd(40902, 24140) = gcd(24140, 16762) = gcd(16762, 7378) = 

= gcd(7378, 2006) = gcd(2006, 1360) = gcd(1360, 646) = gcd(646, 68) = 

= gcd(68, 34) = gcd(34, 0) = 34.
Бінарний метод (алгоритм В, Кнут, т.2., с. 382)

Бінарну версію алгоритму Евкліда винайшов у 1961 році Джозеф Стейн. За даними цілими числами він знаходить їх найбільший загальний дільник. Цей варіант алгоритму заснований на чотирьох простих фактах про додатні цілі числа u і v.

a) Якщо u і v є парними, то gcd(u, v) = 2gcd(u/2, v/2).

b) Якщо u є парним, а v — непарним, то gcd(u, v) = gcd(u/2, v).
c) gcd(u, v) = gcd(u – v, v)

d) Якщо u і v є непарними, то u – v є парним, а |u – v| < max(u, v).

1. [Знайти степінь 2.] Присвоїти k ( 0, а потім повторно присвоювати k ( k + 1,  u ( u/2, v ( v/2 поки одне із чисел u і v не стане непарним.

2. [Початкова установка.] (Вихідні числа u і v уже поділені на 2k, і принаймні одне із їх поточних значень є непарним.) Якщо непарним є число u, то присвоїти t ( –v і перейти на крок 4. В супротивному випадку присвоїти t ( u.
3. [Зменшити t наполовину.] (На цьому кроці число t є парним і не дорівнює нулю.) Присвоїти t ( t/2.
4. [Чи є число t парним?] Якщо число t є парним, то повернутися на крок 3.

5. [Установити max(u, v) заново.] Якщо t > 0, то присвоїти u ( t, в супротивному випадку присвоїти v ( –t. (Найбільше серед чисел u і v замінюється на |t| за винятком, можливо, першого виконання цього кроку.)

6. [Відняти.] Присвоїти t ( u – v. Якщо t ( 0, то повернутися на крок 3. В супротивному випадку припинити алгоритм. Результатом є число u ( 2k.
	u
	v
	t

	40902
	
	21140
	
	k = 1

	20451
	
	21140
	
	–12070, –6035

	20451
	
	6035
	
	+14416, +7208, +3604, +1802, +901

	901
	
	6035
	
	–5134, –2567

	901
	
	2567
	
	–1666, –833

	901
	
	833
	
	+68, +34, +17

	17
	
	833
	
	–816, –408, –204, –102, –51

	17
	
	51
	
	–34, –17

	17
	
	17
	
	0


Результат: 17 ( 21 = 34.
Узагальнений алгоритм Евкліда (алгоритм С, Кнут, т.2, с. 385)

Цей алгоритм за заданими цілими числами u1, u2, ..., un, де n ( 1, обчислює їх найбільший загальний дільник, використовуючи алгоритм для n = 2 як підпрограму. Він заснований на тотожності

gcd(u1, u2, ..., un) = gcd(u1, gcd(u2, ..., un)).
1. Присвоїти d ( un, k ( n – 1.

2. Якщо d (1 і k > 0, то присвоїти d ( gcd(uk, d) і k ( k – 1 і повторити цей крок. В супротивному випадку d = gcd(u1, u2, ..., un).

Розширений алгоритм Евкліда (алгоритм С, Кнут, т.2, с. 386)

Для заданих невід’ємних цілих чисел u і v цей алгоритм обчислює трійку (u1, u2, u3), таку, що uu1 + vu2 = u3 = gcd(u, v). В процесі обчислення використовуються допоміжні вектори (v1, v2, v3) і (t1, t2, t3). протягом всього алгоритму виконуються співвідношення

ut1 + vt2 = t3 , uu1 + vu2 = u3 , uv1 + vv2 = v3.

Алгоритм заснований на факті, що існують цілі числа u' і v', такі, що

uu' + vv' = gcd(u, v).
1. [Початкова установка.] Присвоїти 

 (u1, u2, u3) ( (1, 0, u),
 (v1, v2, v3) ( (0, 1, v).
2. [v3 =0?] Якщо v3 = 0, то виконання алгоритму завершується.

3. [Поділити і відняти.] Присвоїти q ( (u3/v3(, а потім присвоїти

(t1, t2, t3) ( (u1, u2, u3) – (v1, v2, v3)q,
(u1, u2, u3) ( (v1, v2, v3), 
(v1, v2, v3) ( (t1, t2, t3) 
Повернутися на крок 2.

За оцінками Кнута, середня кількість операцій ділення в цьому алгоритмі дорівнює 0,873 log2n + 1,47.
	q
	u1
	u2
	u3
	v1
	v2
	v3

	–
	1
	0
	4090
	0
	1
	2114

	1
	0
	1
	2114
	1
	–1
	1976

	1
	1
	–1
	1976
	–1
	2
	138

	14
	–1
	2
	178
	15
	–29
	44

	3
	15
	–29
	44
	–46
	89
	6

	7
	–46
	89
	6
	337
	–652
	2

	3
	337
	–652
	2
	–1057
	2045
	0


Приклад 3.1. Алгоритм Евкліда (Шнайер, с. 281) 

// Euclide.cpp : алгоритм Євклида для обчислення gcd
// кількох чисел (Шнайер, с. 281-282)

#include <iostream.h>

int gcd(int x, int y)

{


int g;


if (x < 0)
x = -x;


if (y < 0)  y = -y;


if (x + y == 0) cout << "ERROR";


g = y;


while ( x > 0)


{



g = x;



x = y % x;



y = g;


}


return g;

}

int multiple_gcd(int m, int *x)

{


int i, g;


if( m < 1) return 0;


g = x[0];


for(i = 1; i < m; ++i)


{



g = gcd(g, x[i]);

// Оптимізація: для випадкового x[i] рівність g == 1 

// виконується в 60% випадків

    if (g == 1)



return 1;


}


return g;

}

int main()

{


int x[]={12, 15, 27, 30};


cout << multiple_gcd(4,x) << endl;


return 0;

}

Приклад 3.2. Розширений бінарний алгоритм Евкліда (Шнайер, с. 283–284) 

// ExEuclide.cpp: розширений бінарний алгоритм Евкліда

// Обернене значення за модулем n

// Приклад: 5^(-1) mod 14 = 3, 2^(-1) mod 14 не існує

#include <iostream.h>

#define isEven(x)  ((x & 0x01) == 0)

#define isOdd(x)   (x & 0x01)

#define swap(x, y) (x^=y, y^=x, x^=y)

void ExtBinEuclid(int *u, int *v, int *u1, int *u2, int *u3)

{


// Якщо u < v, то u і v будуть переставлені


int k, t1, t2, t3;


if (*u < *v) swap(*u, *v);


for (k = 0; isEven(*u) && isEven(*v); ++k)


{



*u >>= 1;



*v >>= 1;


}


*u1 = 1;


*u2 = 0;


*u3 = *u;


t1 = *v;


t2 = *u - 1;


t3 = *v;


do {



do{




if (isEven(*u3)) {





if (isOdd(*u1) || isOdd(*u2)) {






*u1 += *v;






*u2 += *u;





}





*u1 >>= 1; 





*u2 >>= 1; 





*u3 >>= 1;




}




if (isEven(t3) || *u3 < t3)




{





swap(*u1, t1);





swap(*u2, t2);





swap(*u3, t3);




}



} while (isEven(*u3));



while (*u1 < t1 || *u2 < t2)



{




*u1 += *v;




*u2 += *u;



}



*u1 -= t1;



*u2 -= t2;



*u3 -= t3;


} while (t3 > 0);


while (*u1 >= *v && *u2 >= *u)


{



*u1 -= *v;



*u2 -= *u;


}


*u1 <<= k;


*u2 <<= k;


*u3 <<= k;

}

int main(int argc, char* argv[])

{


int a, b, gcd, u, v;


cout << "u = ";
cin >> u;


cout << "v = ";
cin >> v;


if (u <=0 || v <= 0)


{

  
  cout << "Аргументи повинні буди додатними!" << endl;


  return -2;


}


ExtBinEuclid(&u, &v, &a, &b, &gcd);

cout << a << " * " << u << " + (-" << b << ")"

     << v << " = " << gcd << endl;

if (gcd == 1)

cout << "Обернене значення " << v << " mod " << u << " = " 

     << u - b << endl;

else


cout << "Оберненого значення не існує!" << endl;


return 0;

}
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