
Лекція 12. МСЕ в багатомірному випадку (приклад, метод Фур'є) 
Система сіткових рівнянь методу Гальоркіна, що апроксимує однорідну задачу 

Дірихле для рівняння Пуасона в одиничному квадраті: 
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Власні функції (вектори) і числа оператора задачі (1): 
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 Дійсно, тому щоsin( ) sin cos cos sin          , то 

(k,l) (k,l) (k,l) (k,l) (k,l)
i, j 1 i 1, j i, j i 1, j i, j 1

k k k k k l

l l l l l k

k k l l

v v 4v v v

[ sin(i ) 2sin(i ) sin(i )] sin( j )

[ sin( j ) 2sin( j ) sin( j )] sin(i )

2(1 cos ) sin(i ) sin( j ) 2(1 cos ) sin( j

        

            

           

           l k

(k,l)2 2k l
k l k,l i, j

) sin(i )

4(sin sin ) sin(i ) sin( j ) v ,
2 2

   

 
        

 

де k lk /(n 1), l /(n 1)        . 

Власні функції ортогональні ( тому що оператор самоспряжений): 
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Розкладання по базису 

Якщо розв'язок і праву частину системи 
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і, нарешті, розв'язок системи сіткових рівнянь знаходиться за формулою 
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Реалізація формули (3) 
здійснюється в кілька кроків. 
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то спочатку обчислюємо 
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3 крок – обчислення 
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то спочатку обчислюємо 
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 Таким чином, розв'язок системи сіткових рівнянь методу Гальоркіна ми 

обчислимо за 
3O(n )  арифметичних дій, тобто в n  раз швидше, ніж методом 

матричної прогонки. 

Перший і третій кроки вище викладеного алгоритму складаються з однотипних 

підкроків: розкладання n –мірних векторів по синусах. Наприклад, перший 

підкрок першого кроку 
n

1 h 3
k, j i, j k

i 1

дій,f f sin(i ), k, j 1, ..., n; O(n )


     

можна переписати у вигляді 
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де
( j) ( j)h 1

i, j k, ji kf f , g f , j 1, ..., n   , тобто n  векторів розкладаються по 

синусах. 

 При фіксованому j  набір чисел 
( j)
kg  по заданих коефіцієнтах 

( j)
if  можна 

обчислити за 2O(n log n)  дій швидким дискретним перетворенням Фур'є. 

Тоді загальний обсяг обчислень для розв'язку системи сіткових рівнянь складе 
2

2O(n log n)  дій, тобто буде майже пропорційний кількості невідомих. 

Згаданий алгоритм викладений у книзі А.А. Самарского и Е.С. Николаева 

«Методы решения сеточных уравнений». Нижче викладається загальна ідея 

алгоритму. 
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Швидке дискретне перетворення Фур'є 
Обчислення чисел 
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Отже, нехай 
mN 2(n 1) 2   , 

2
i

N
mw e



  – корінь 
m2 –того ступеня з 1, 

задані числаf (i), i 0, 1, ..., N 1  , і потрібно обчислити набір чисел 

N 1
i k

m

i 0

g(k) f (i) (w ) , k 0, ..., N 1






    .                                (7) 

Пряма реалізація формули (7)  вимагає 
2O(N )  множень (зведення кореня з 
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Отже, обчислення N  сум з (7), кожна з яких реалізується за N  множень, ( N  

множень) ми звели до обчислення двох наступних N / 2  сум, кожна з яких 

реалізується за N / 2  множень, ( N / 2  множень) 
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і обчисленню відповіді 
m 1

m 1r k 2m 1 (0) (1)
m 1 m

m 1
m 1

g(k) g(r k 2 ) f (r) f (r) (w ) ,

r 0, 1, ..., 2 1, k 0, 1,


 






     

  
   (10) 

 за N  множень. 

Таким чином, заміна обчислень по формулі (7) на обчислення по формулах (9) і 

(10) змінює обсяг множень за правилом 

N N / 22 N    .                                                      (11) 

Тому що для обчислення сум (9) можна застосувати щойно описаний прийом, 

то 

2
2

N N/ 2 N/ 4 N/ 2
2 N 2 (2 N / 2) N 2 2 N             .    (12) 
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що й було потрібно показати. 

 
 

 


