
Передмова

Пропонований збiрник укладено вiдповiдно до програм з фун-
кцiонального аналiзу для студентiв третього курсу факультету ком-
п’ютерних наук та кiбернетики Київського нацiонального унiвер-
ситету iменi Тараса Шевченка. Вiн мiстить бiльше 300 задач, що
охоплюють такi тематичнi роздiли:

1) елементи загальної топологiї;

2) метричнi простори;

3) лiнiйнi нормованi простори;

4) лiнiйнi неперервнi оператори та функцiонали.

Бiльшiсть задач апробовано пiд час практичних занять. Як пiд-
ручники автори рекомендують використовувати книги [1, 4, 5, 9,
10]. Велику кiлькiсть задач можна знайти у [2, 7, 8, 11, 12]. У не-
великiй книзi [6] мiститься чудова пiдбiрка прикладiв та контрпри-
кладiв, що допомагає вже не першому поколiнню студентiв у фор-
муваннi глибшого розумiння фактiв функцiонального аналiзу. Вi-
домостi з iсторiї розвитку функцiонального аналiзу можна знайти
в [5, 10, 13], а класичну монографiю Стефана Банаха [3] радимо
кожному студенту хоча б переглянути.

Автори висловлюють подяку колегам за дискусiї та зауваження,
передусiм А. Л. Гуляницькому, Д. А. Клюшину, Ю. В. Малiцькому
та Д. А. Номiровському.

Зауваження та побажання можна надсилати електронною по-
штою : anik_andrii@ukr.net, semenov.volodya@gmail.com.
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Роздiл 1

Елементи загальної топологiї

1.1. Топологiчна структура
Теоретичнi вiдомостi

Означення. Топологiчною структурою (або топологiєю) на мно-
жинi X називається сукупнiсть пiдмножин τ множини X, що задо-
вольняє такi умови:

• ∅, X ∈ τ;

• A, B ∈ τ ⇒ A ∩B ∈ τ;

• Aγ ∈ τ, γ ∈ Γ ⇒ ∪γ∈ΓAγ ∈ τ.

Означення. Упорядкована пара (X, τ), де X — множина, а τ —
топологiчна структура на X, називається топологiчним простором.
Означення. Вiдкритою множиною в топологiчному просторi
(X, τ) називається довiльний елемент iз топологiчної структури τ.
Множина в топологiчному просторi (X, τ) називається замкненою,
якщо її доповнення є вiдкритою множиною.
Означення. Множина V ⊆ X називається околом точки x ∈ X,
якщо iснує множина U ∈ τ така, що x ∈ U ⊆ V .
Означення. Послiдовнiсть (xn), xn ∈ X називається збiжною до
елемента x ∈ X у топологiчному просторi (X, τ), якщо для довiль-
ного околу V точки x iснує натуральне число N(V ) таке, що xn ∈ V
для всiх n ≥ N(V ).
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Завдання для аудиторної роботи

Задача 1. Довести, що довiльна непорожня вiдкрита множина в
R є не бiльш нiж злiченним об’єднанням вiдкритих iнтервалiв, якi
не перетинаються, два з яких можуть бути вiдкритими променями.
Описати структуру замкненої множини в R.

Задача 2. Показати, що довiльний метричний простiр (X, d) мо-
жна розглядати як топологiчний, якщо за топологiю взяти систему
всiх вiдкритих у X множин.

Задача 3. НехайX — довiльна нескiнченна множина, система мно-
жин τ складається з ∅ i всiх множин, якi можна отримати з X шля-
хом вилучення не бiльш нiж злiченної пiдмножини. Показати, що
τ — топологiя.

Задача 4. Доведiть, що:

1) множина A топологiчного простору (X, τ) замкнена тодi й
лише тодi, коли A = clA;

2) операцiя замикання має властивостi:

i) A ⊆ clA;

ii) A ⊆ B ⇒ clA ⊆ clB;

iii) cl(clA) = clA;

iv) cl(A ∪B) = clA ∪ clB;

v) cl∅ = ∅.

Задача 5. Доведiть, що:

1) множина A топологiчного простору (X, τ) вiдкрита тодi й ли-
ше тодi, коли A = intA;

2) операцiя взяття внутрiшностi має властивостi:

i) intA ⊆ A;

ii) A ⊆ B ⇒ intA ⊆ intB;

iii) int(intA) = intA;

iv) int(A ∩B) = intA ∩ intB;

v) intX = X.
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Задача 6. Нехай (X, τ) — топологiчний простiр, U ∈ τ, A ⊆ X.
Довести, що якщо A ∩ U = ∅, то cl(A) ∩ U = ∅.

Задача 7. Нехай clA ⊆ clB. Чи можна стверджувати, що A ⊆ B?

Задача 8. Довести формули X\clA = int(X\A), X\intA =
cl(X\A), int(cl(int(clA))) = int(clA), cl(int(cl(intA))) = cl(intA).

Задача 9 (К. Куратовського). Скiльки рiзних множин можна
отримати iз заданої множини топологiчного простору за допомо-
гою операцiй замикання та взяття доповнення?

Задача 10. Нехай (X, τ) — топологiчний простiр, M ⊆ X. Чи пра-
вильно, що для довiльної точки x ∈ clM знайдеться така послiдов-
нiсть елементiв xn ∈M , що xn → x при n→∞?

Задача 11. Наведiть приклад множини з двома рiзними топологi-
ями, у яких збiгаються класи збiжних послiдовностей.

Задача 12. Нехай (X, τ) — топологiчний простiр, A ⊆ X. Довести,
що τA = {O ∩A : O ∈ τ} — топологiя на A (iндукована топологiя).

Задача 13. Доведiть, що для того, щоб довiльна вiдкрита в (A, τA)
множина B була вiдкритою в (X, τ), необхiдно й достатньо, щоб
множина A була вiдкритою в просторi (X, τ).

Задача 14. Чи можна стверджувати, що якщо F ⊆ A та F за-
мкнена в пiдпросторi (A, τA), то F замкнена в (X, τ)?

Завдання для самостiйної роботи

Задача 15. Доведiть, що пiдмножина B множини A є замкненою
в пiдпросторi (A, τA) тодi й лише тодi, коли вона є перетином A та
деякої замкненої в X множини.

Задача 16. Нехай B ⊆ A. Довести, що замикання множини B в
iндукованiй топологiї τA збiгається з множиною clB ∩A.

Задача 17. Нехай A — замкнена пiдмножина топологiчного про-
стору (X, τ), яку розглядаємо як пiдпростiр. Довести, що якщо
F ⊆ A та F замкнена в пiдпросторi A, то F замкнена в X. Чи
можна стверджувати, що якщо G ⊆ A та G вiдкрита в пiдпросторi
A, то G вiдкрита в X?
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Задача 18. Нехай (X, τ) — топологiчний простiр,M ⊂ X. Довести,
що якщо довiльна пiдмножина множини M замкнена, то множина
M не має граничних точок.

Задача 19. Чи може множина граничних точок бути незамкне-
ною?

Задача 20. Довести: A нiде не щiльна ⇔ clA нiде не щiльна ⇔
int(clA) = ∅ ⇔ X \ clA скрiзь щiльна.

Задача 21. Довести, що об’єднання двох нiде не щiльних множин
є нiде не щiльною множиною.

Задача 22. Нехай множина X мiстить нескiнченну кiлькiсть еле-
ментiв, а τ складається з ∅, X i всiх множин, доповнення до яких
скiнченне (топологiя Зариського). До чого буде збiгатися послiдов-
нiсть (xn), усi елементи якої рiзнi?

Задача 23. Нехай X = [0, 1] та τ = {∅, X} ∪ {U : X \
U — не бiльш нiж злiченна}. Довести, що у просторi (X, τ) збiжни-
ми є лише тi послiдовностi, елементи яких, починаючи з деякого
номера, збiгаються.

Задача 24. Нехай X = (0, 1] та τ = {∅, X, (0, a), (0, a) ∪ {1} : a ∈
(0, 1)}. Знайти границю послiдовностi xn = 1− 1

n .

Задача 25. НехайX = (0, 1], τ породжується базоюB = {X, (a, b) :
a, b ∈ (0, 1)}. Знайти границю послiдовностi xn = 1

n .

Задача 26. Нехай X = N, τ1 = {∅, X, Fn : n ∈ N}, де Fn = {n, n +
1, n + 2 . . . }. Знайти границю послiдовностi xn = 2n− 1 у просторi
(X, τ1). Знайти границю цiєї самої послiдовностi у просторi (X, τ2),
де τ2 = {∅, X,En : n ∈ N}, En = {1, 2, . . . , n}.

Задача 27. Розглянемо X = [0,+∞) i сукупнiсть множин τ, що
складається з ∅, X i всiх множин вигляду [0, k], де k ∈ Z, k ≥ 0.
Перевiрити, що τ задає топологiчну структуру. Знайти границi по-
слiдовностей xn = 1/n, yn = 100 + 1/n у просторi (X, τ).

Задача 28. Розглянемо X = R i сукупнiсть множин τ, що склада-
ється з {∅, X} i всiх множин вигляду (0, k), де k ∈ Z, k ≥ 0. Знайти
границi послiдовностей xn = 1/n, yn = 100 +

√
2/n.
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Задача 29. Розглянемо X = R i сукупнiсть множин τ, що скла-
дається з ∅, X i всiх множин вигляду [4, 6 + 1/k], де k ∈ Z, k > 0.
Перевiрити, що τ задає топологiчну структуру. Знайти границi по-
слiдовностей xn = 4 + 1/n, yn = 10 у просторi (X, τ).

Задача 30. Для множин A1 = {1,
√

2}, A2 = {1, 2} у топологiчному
просторi (R, τ) знайти замикання cl(A), множину внутрiшнiх точок
int(A), похiдну множину A′ та множину iзольованих точок I(A),
якщо: а) τ = {R, ∅,R \ Q,Q}; б) τ — природна топологiя. Чи буде
множина A замкненою або вiдкритою?

Задача 31. Для множин A1 = {2}, A2 = {100} у топологiчному
просторi (R, τ) знайти замикання cl(A), множину внутрiшнiх точок
int(A), похiдну множину A′ та множину iзольованих точок I(A),
якщо: а) τ = {R, ∅, [10;∞), [5,∞), [0,∞)}; б) τ — природна тополо-
гiя. Чи буде множина A замкненою або вiдкритою?
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1.2. Бази. Аксiоми злiченностi
Теоретичнi вiдомостi

Означення. Система пiдмножин B ⊆ τ називається базою топо-
логiчного простору T = (X, τ), якщо довiльну вiдкриту множину
U ⊆ X можна подати у виглядi об’єднання деяких елементiв з B.
Означення. Система околiв V точки x ∈ X називається фунда-
ментальною системою околiв цiєї точки, якщо для довiльного околу
V точки x iснує окiл U ∈ V такий, що U ⊆ V .
Означення. Топологiчний простiр T = (X, τ) задовольняє першу
аксiому злiченностi, якщо для довiльної точки x ∈ X iснує злiченна
фундаментальна система околiв.
Означення. Топологiчний простiр T = (X, τ) задовольняє другу
аксiому злiченностi, якщо T має злiченну базу.

Завдання для аудиторної роботи

Задача 32. Нехай система множин B ⊆ 2X має властивостi:

(1) X =
⋃

O∈B O;

(2) ∀ (U, V ∈ B, x ∈ U
⋂
V ) ∃W ∈ B : x ∈W ⊆ U

⋂
V .

Доведiть, що на X iснує єдина топологiя τ, для якої система B є
базою.

Задача 33. Нехай X = {0, 1, 2}, A = {0, 1}, B = {1, 2}, β =
{∅, X,A,B}. Чи буде β базою деякої топологiї на X?

Задача 34. Довести, що якщо топологiя простору має злiченну
базу, то кожна база цiєї топологiї мiстить деяку злiченну базу.

Задача 35. Довести, що в будь-якому топологiчному просторi зi
злiченною базою множина iзольованих точок не бiльш нiж злiченна.

Задача 36. Довести, що будь-який дискретний топологiчний про-
стiр, який складається з незлiченної кiлькостi точок, задовольняє
першу аксiому злiченностi й не задовольняє другу.

Задача 37. Якщо топологiчний простiр має злiченну базу (задо-
вольняє другу аксiому злiченностi), то вiн є сепарабельним.
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Задача 38. На X = R задана топологiя τ, породжена базою
{[a, b)| a, b ∈ R}. Довести:

(i) (X, τ) — сепарабельний;

(ii) (X, τ) задовольняє першу аксiому злiченностi;

(iii) (X, τ) не задовольняє другу аксiому злiченностi.

Задача 39. Нехай (X, τ) — топологiчний простiр, що задовольняє
першу аксiому злiченностi, M ⊆ X. Доведiть, що для довiльної
точки x ∈ clM знайдеться така послiдовнiсть елементiв xn ∈ M ,
що xn → x при n→∞.

Задача 40 (Лiндельоф). Доведiть, що в топологiчному просторi
з другою аксiомою злiченностi з довiльного вiдкритого покриття
можна видiлити не бiльш нiж злiченне пiдпокриття.

Завдання для самостiйної роботи

Задача 41. На Y = R2 розглянемо топологiю τ, що породжена
базою {[a, b)× [c, d)| a, b, c, d ∈ R}. Довести:

(i) Y — сепарабельний;

(ii) простiр {(x, y)|x + y = 1} не сепарабельний в iндукованiй
топологiї.

Задача 42. Покажiть, що топологiчний сепарабельний простiр не
обов’язково має злiченну базу.

Задача 43. Нехай A — незлiченна пiдмножина топологiчного про-
стору, що задовольняє другу аксiому злiченностi. Тодi в A є грани-
чна точка для A.

Задача 44. Нехай M — пiдмножина в сепарабельному топологi-
чному просторi X, у точок якої iснують попарно диз’юнктнi околи.
Довести, що тодi M не бiльш нiж злiченна.
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1.3. Неперервнiсть
Теоретичнi вiдомостi

Означення. Функцiя f : T1 → T2, що дiє з топологiчного простору
T1 = (X1, τ1) у топологiчний простiр T2 = (X2, τ2), називається
неперервною в точцi x ∈ X1, якщо для довiльного околу U точки
f(x) iснує такий окiл V точки x, що f(V ) ⊆ U.
Означення. Функцiя f : T1 → T2, що дiє з топологiчного простору
T1 = (X1, τ1) у топологiчний простiр T2 = (X2, τ2), називається го-
меоморфiзмом, якщо f є неперервною бiєкцiєю й обернена функцiя
f−1 теж неперервна.

Завдання для аудиторної роботи

Задача 45. Довести, що для неперервностi функцiї f : R → R
необхiдно та достатньо, щоб ∀a, b ∈ R множини A = {x ∈ R : f(x) <
a} та B = {x ∈ R : f(x) > b} були вiдкритими. Навести приклад
такої розривної функцiї f : R → R, що ∀a ∈ R множина A = {x ∈
R : f(x) < a} — вiдкрита.

Задача 46. Нехай X, Y — топологiчнi простори. Доведiть, що
вiдображення f : X → Y неперервне тодi й тiльки тодi, коли:
1) прообраз довiльної вiдкритої множини є вiдкритим; 2) прообраз
довiльної замкненої множини є замкненим; 3) f(clA) ⊆ clf(A) для
довiльної множини A ⊆ X.

Задача 47. Бiєктивне вiдображення f : X → Y є гомеоморфiзмом
тодi й лише тодi, коли воно зберiгає операцiю замикання, тобто
∀A ⊆ X f(clA) = clf(A).

Задача 48. Довести, що проекцiя вiдкритої множини W з X1×X2

на будь-який простiр Xi є вiдкритою множиною. (Сформулювати
й довести аналогiчне твердження для замкненої множини.)

Задача 49. Задано множину функцiй fα : M → T , де M — деяка
множина, (T, τ) — топологiчний простiр. Побудувати найслабшу то-
пологiю на M таку, щоб усi fα стали неперервними.
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Завдання для самостiйної роботи

Задача 50. Навести приклад неперервного вiдображення, що не
буде вiдкритим.

Задача 51. Навести приклад неперервного бiєктивного вiдобра-
ження, що не буде гомеоморфiзмом.

Задача 52. Чи рiвнопотужнi множини [0, 1] та C([0, 1])?

Задача 53. Нехай f : X → Y — неперервне вiдображення. Чи
залишиться воно неперервним, якщо:

1) посилити топологiю в X;

2) послабити топологiю в X;

3) посилити топологiю в Y ;

4) послабити топологiю в Y ?
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1.4. Аксiоми вiддiльностi
Теоретичнi вiдомостi

Аксiома T0. З двох довiльних рiзних точок топологiчного простору
T = (X, τ) хоча б одна має окiл, що не мiстить iншої точки.
Аксiома T1. Для двох довiльних рiзних точок x, y топологiчного
простору T = (X, τ) iснує окiл Ox точки x, що не мiстить y, та окiл
Oy точки y, що не мiстить x.
Аксiома T2. Для двох довiльних рiзних точок x та y топологiчного
простору T = (X, τ) iснують околи Ox та Oy, що не перетинаються.
Аксiома T3. Для довiльної точки x та замкненої множини F , що
не мiстить x, iснують такi вiдкритi множини O1, O2, що x ∈ O1,
F ⊆ O2 та O1 ∩O2 = ∅.
Аксiома T4. Для довiльних замкнених множин F1, F2 таких, що
F1 ∩ F2 = ∅, iснують такi вiдкритi множини O1, O2, що F1 ⊆ O1,
F2 ⊆ O2 та O1 ∩O2 = ∅.
Означення. Топологiчний простiр T = (X, τ), що задовольняє
аксiому T0, називається T0-простором (або колмогоровським).
Означення. Топологiчний простiр T = (X, τ), що задовольняє
аксiому T1, називається T1-простором або досяжним.
Означення. Топологiчний простiр T = (X, τ) називається хаус-
дорфовим, якщо T задовольняє аксiому вiддiльностi T2.
Означення. Топологiчний простiр T = (X, τ) називається регу-
лярним, якщо T задовольняє аксiоми вiддiльностi T1 i T3.
Означення. Топологiчний простiр T = (X, τ), що задовольняє
аксiоми T1 i T4, називається нормальним.

Зазначимо, що найбiльш важливими є поняття хаусдорфового
та нормального простору.

Завдання для аудиторної роботи

Задача 54. Нехай X = R2, а топологiя τ задається ∅, X, усiма
вiдкритими кругами з центрами на дiйснiй прямiй, а також їхнiми
можливими об’єднаннями i скiнченними перетинами. Чи є простiр
(X, τ) T0-простором?

Задача 55. У топологiчному T1-просторi будь-яка скiнченна мно-
жина є замкненою.
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Задача 56. Для того, щоб точка x була граничною точкою мно-
жини A у T1-просторi, необхiдно й достатньо, щоб довiльний окiл
O цiєї точки мiстив нескiнченну кiлькiсть точок множини A.

Задача 57. Доведiть, що будь-яка топологiя, яка сильнiша за ха-
усдорфову, теж хаусдорфова.

Задача 58. Будь-який пiдпростiр хаусдорфового простору є хаус-
дорфовим. Доведiть.

Задача 59. Нехай X — топологiчний простiр. Доведiть рiвносиль-
нiсть таких тверджень:

(i) X — хаусдорфовий простiр;

(ii) перетин усiх замкнених околiв довiльної точки x є одноточко-
вою множиною {x};

(iii) дiагональ ∆ = {(x, x) : x ∈ X} є замкненою множиною в
просторi X ×X.

Задача 60. Нехай X — T1-простiр. Доведiть рiвносильнiсть таких
тверджень:

(i) X — регулярний простiр;

(ii) для будь-якої точки x ∈ X i будь-якого її околу U iснує за-
мкнений окiл V точки x, що мiститься в U ;

(iii) множина всiх замкнених околiв будь-якої точки x ∈ X є фун-
даментальною системою околiв (базою) цiєї точки.

Задача 61. Нехай X — T1-простiр. Доведiть рiвносильнiсть таких
тверджень:

(i) X — нормальний простiр;

(ii) для будь-якої замкненої множини F ⊆ X i будь-якого її околу
U iснує такий окiл V множини F , що clV ⊆ U .

Задача 62. Доведiть, що X є T4-простором тодi й тiльки тодi, коли
для довiльних диз’юнктиних замкнених в X множин F1, F2 iснує
така вiдкрита множина U ⊇ F1, що clU ∩ F2 = ∅.
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Задача 63. Доведiть, що X є T4-простором тодi й тiльки тодi, коли
для довiльних вiдкритих вX множинG1,G2 таких, щоG1∪G2 = X,
знайдуться замкненi в X множини F1 ⊆ G1, F2 ⊆ G2 такi, що
F1 ∪ F2 = X.

Завдання для самостiйної роботи

Задача 64. Довести, що якщо для довiльних рiзних точок x, y то-
пологiчного простору X iснує неперервне вiдображення f : X → Y ,
де Y — довiльний хаусдорфовий простiр, таке, що f(x) 6= f(y), то
X — хаусдорфовий.

Задача 65. Нехай f i g — неперервнi вiдображення топологiчного
простору X у хаусдорфовий простiр Y . Тодi множина {x ∈ X :
f(x) = g(x)} замкнена в X. Довести.

Задача 66. Нехай f i g — неперервнi вiдображення топологiчного
простору X у хаусдорфовий простiр Y . Довести, що якщо f(x) =
g(x) у всiх точках деякої скрiзь щiльної в X множини, то f = g.

Задача 67. Довести, що графiк неперервного вiдображення f то-
пологiчного простору X у хаусдорфовий простiр Y є замкненою
множиною в X × Y . Графiк f — це множина {(x, f(x)) : x ∈ X}.

Задача 68. На множинi X = {1, 2, 3, 4} задайте таку топологiю τ,
щоб (X, τ) був T4-простором, але не T3-простором.
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1.5. Компактнi простори
Теоретичнi вiдомостi

Означення. Топологiчний простiр T = (X, τ) називається ком-
пактним, якщо з довiльного покриття X вiдкритими множинами
можна видiлити скiнченне пiдпокриття.
Означення. Топологiчний простiр T = (X, τ) називається злiчен-
но компактним, якщо з довiльного злiченного покриття X вiдкри-
тими множинами можна видiлити скiнченне пiдпокриття.
Означення. Топологiчний простiр T = (X, τ) називається секвен-
цiйно компактним, якщо з довiльної нескiнченної послiдовностi еле-
ментiв iз X можна видiлити збiжну пiдпослiдовнiсть.

Завдання для аудиторної роботи

Задача 69. Покажiть, що скiнченнi та антидискретнi простори є
компактними, а компактний простiр з дискретною топологiєю обо-
в’язково є скiнченним.

Задача 70. Чи буде компактним простiр iз топологiєю Зариського?

Задача 71. Доведiть, що топологiчний простiр (X, τ) є компа-
ктним тодi й тiльки тодi, коли кожна центрована система його за-
мкнених пiдмножин має непорожнiй перетин.

Задача 72. Доведiть, що:

1) замкнена пiдмножина компактного топологiчного простору
компактна;

2) компактна пiдмножина хаусдорфового топологiчного просто-
ру є замкненою.

Задача 73. Доведiть, що:

1) неперервний образ компактного топологiчного простору є
компактним;

2) неперервне вiдображення компактного простору в хаусдор-
фовий є замкненим.
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Задача 74. Доведiть, що:

1) неперервна бiєкцiя компактного топологiчного простору на
хаусдорфовий топологiчний простiр є гомеоморфiзмом;

2) серед усiх хаусдорфових топологiй компактнi топологiї мiнi-
мальнi.

Задача 75. Доведiть, що хаусдорфовий компактний топологiчний
простiр — нормальний.

Задача 76. Топологiчний простiр називають локально компакт-
ним, якщо кожна його точка має компактний окiл. Довести, що
вiдкрита пiдмножина хаусдорфового компактного простору є хаус-
дорфовим локально компактним простором.

Задача 77 (одноточкова компактифiкацiя Александрова). Нехай
(X, τ) — локально компактний хаусдорфовий топологiчний простiр.
Розглянемо Y = X ∪ {∞}, де ∞ — «точка», що не належить X.
Назвемо множину O ⊆ Y вiдкритою, якщо ∞ /∈ O та O ∈ τ, або
∞ ∈ O та множина Y \O компактна. Довести, що Y — компактний
хаусдорфовий простiр.

Задача 78. Доведiть, що хаусдорфовий компактний топологiчний
простiр не можна подати у виглядi злiченного об’єднання нiде не
щiльних пiдмножин.

Задача 79. Доведiть, що (X, τ) — компактний топологiчний про-
стiр ⇔ кожна центрована система пiдмножин X має спiльну точку
дотику.

Задача 80. Нехай кожному iндексу α ∈ A поставлено у вiдповiд-
нiсть простiр (Xα, τα). Декартовий добуток

∏
α∈A Xα множин Xα

— це множина всiх вiдображень f : A →
⋃

α∈A Xα iз властивiстю:
f(α) ∈ Xα для всiх α ∈ A. Доведiть, що:

1) система всiх множин вигляду
∏

α∈A Oα, де Oα ∈ τα та
Oα 6= Xα для скiнченної кiлькостi iндексiв α ∈ A — база
деякої топологiї. Цю топологiю називають тихоновською та
позначають

∏
α∈A τα, а простiр

(∏
α∈A Xα,

∏
α∈A τα

)
— ти-

хоновським (топологiчним) добутком просторiв (Xα, τα);

2) добуток непорожнiх топологiчних просторiв (Xα, τα) — хаус-
дорфовий ⇔ усi простори (Xα, τα) хаусдорфовi;
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3) (теорема Тихонова) добуток непорожнiх топологiчних про-
сторiв (Xα, τα) компактний ⇔ усi простори (Xα, τα) компа-
ктнi.

Задача 81. Доведiть, що топологiчний добуток має злiченну базу
тодi й тiльки тодi, коли кожний координатний простiр має злiчен-
ну базу та топологiї всiх координатних просторiв, крiм злiченної
кiлькостi, тривiальнi.

Задача 82. Доведiть, що топологiчний добуток злiченної кiлькостi
сепарабельних топологiчних просторiв сепарабельний.

Задача 83. Доведiть, що топологiчний добуток

[0, 1][0,1] =
∏

α∈[0,1]

Xα,

де Xα = [0, 1] зi звичайною топологiєю, сепарабельний, але не має
злiченної бази.

Завдання для самостiйної роботи

Задача 84. Побудуйте приклад компактного простору, який не є
секвенцiйно компактним.

Задача 85. Доведiть, що хаусдорфовий топологiчний простiр
(X, τ) злiченно компактний ⇔ кожна нескiнченна пiдмножина X
має граничну точку.

Зв’язок мiж типами компактностi

злiченна компактнiсть ←−−−− компактнiстьx
секвенцiйна компактнiсть

Задача 86. Доведiть, що для простору зi злiченною базою
компактнiсть та злiченна компактнiсть рiвносильнi.

Задача 87. Доведiть, що для хаусдорфових просторiв зi злiчен-
ною базою компактнiсть, злiченна компактнiсть та секвенцiйна
компактнiсть рiвносильнi.
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Задача 88. Нехай (X, τ) — топологiчний простiр. Функцiю f :
X → R називають пiвнеперервною знизу, якщо множина epi(f) =
{(x, λ) ∈ X × R : g(x) ≤ λ} замкнена в X × R. Доведiть, що:

1) функцiя f : X → R пiвнеперервна знизу ⇔ для довiльного
λ ∈ R множина {f ≤ λ} = {x ∈ X : f(x) ≤ λ} замкнена в X;

2) функцiя f : X → R пiвнеперервна знизу ⇔ для довiльного
x ∈ X та для довiльного ε > 0 iснує такий окiл O точки x,
що f(y) ≥ f(x)− ε для всiх y ∈ O;

3) для пiвнеперервної функцiї f : X → R iз xn → x випливає

f(x) ≤ lim inf
n→∞

f(xn).

Задача 89. Нехай (X, τ) — компактний топологiчний простiр, f :
X → R — пiвнеперервна знизу функцiя. Доведiть, що досягається
infX f .

Задача 90. Навести приклад нефiнально компактного та регуляр-
ного сепарабельного простору.1

1Топологiчний простiр називається фiнально компактним (або про-
стором Лiндельофа), якщо довiльне його вiдкрите покриття мiстить не
бiльш нiж злiченне пiдпокриття.
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Роздiл 2

Метричнi простори

2.1. Властивостi метрики та збiжнiсть
у метричних просторах

Теоретичнi вiдомостi

Означення. Функцiя d : X ×X → [0 +∞) називається метрикою
на множинi X, якщо виконано такi умови:

• d(x, y) = 0 ⇔ x = y;

• ∀x, y ∈ X : d(x, y) = d(y, x);

• ∀x, y, z ∈ X : d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z).

Упорядкована пара M = (X, d) при цьому називається метричним
простором.
Означення. Вiдкритою кулею радiусом r iз центром у точцi x0

називається множина

B(x0, r) = {x ∈ X : d(x, x0) < r}.

Означення. Замкненою кулею радiусом r iз центром у точцi x0

називається множина

B(x0, r) = {x ∈ X : d(x, x0) ≤ r}.
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Завдання для аудиторної роботи

Задача 91. Якi з функцiй

(1) d(x, y) =
√
|x− y|,

(2) d(x, y) = | sin(x− y)|,
(3) d(x, y) = min{1, |x− y|},
(4) d(x, y) = |x2 − y2|, x, y ∈ R,

визначають метрику на множинi дiйсних чисел R?

Задача 92. Нехай X — деяка множина та

d(x, y) =

{
0, x = y,
1, x 6= y.

Охарактеризувати вiдкритi й замкненi множини в (X, d).

Задача 93. Чи буде множина

A = {x : x(t) = 0, t ∈ [0, 1/2]}

вiдкритою або замкненою у просторi (C[0, 1]) (з рiвномiрною ме-
трикою)?

Задача 94. Чи буде множина

A = {x : x(1/2) > 0}

вiдкритою або замкненою у просторi (C[0, 1]) (з рiвномiрною ме-
трикою)?

Задача 95. Нехай (X, d) — метричний простiр, а x, y, z, t ∈ X.
Довести, що

|d(x, z)− d(y, z)| ≤ d(x, y),
|d(x, z)− d(y, t)| ≤ d(x, y) + d(z, t).

Задача 96. Нехай xn → x у метричному просторi (X, d). Доведiть,
що d(xn, y)→ d(x, y) для довiльної точки y ∈ X.

Задача 97. Нехай (xn) — збiжна послiдовнiсть у просторi (X, d).
Доведiть, що множина {d(xn, xm) : n,m ∈ N} обмежена.
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Задача 98. Нехай (xn) — збiжна послiдовнiсть у метричному про-
сторi (X, d). Доведiть, що числова послiдовнiсть чисел d(xn, xn+1)
збiжна i знайдiть її границю.

Задача 99. Доведiть, що в довiльному метричному просторi
clB(x, r) ⊆ B(x, r). Наведiть приклад ситуацiї clB(x, r) ⊂ B(x, r).

Задача 100. Наведiть приклад метричного простору, у якому де-
яка вiдкрита куля є замкненою множиною, але не є замкненою ку-
лею.

Задача 101. Доведiть сепарабельнiсть простору C([0, 1]) з рiвно-
мiрною метрикою.

Задача 102. Дослiдiть сепарабельнiсть просторiв c0, c та `p (1 ≤
p ≤ +∞).

Задача 103. Доведiть, що довiльна замкнена множина метричного
простору є перетином злiченної кiлькостi вiдкритих множин.

Задача 104. Нехай (X, d) — метричний простiр, A ⊆ X. Доведiть,
що функцiя x 7→ d(x,A) = infa∈A d(x, a) рiвномiрно неперервна на
множинi X.

Задача 105. Доведiть, що вiдображення f метричного простору
(X, dX) у метричний простiр (Y, dY ) неперервне тодi й тiльки то-
дi, коли для довiльної точки x ∈ X iз множини A ⊆ X iз рiвностi
dX(x,A) = 0 випливає dY (f(x), f(A)) = 0. Сформулюйте та дове-
дiть подiбний критерiй рiвномiрної неперервностi.

Задача 106. Чи завжди одноточкова множина є нiде не щiльною
в метричному просторi?

Задача 107. Довести, що доповнення вiдкритої скрiзь щiльної
множини є нiде не щiльним.

Задача 108. Доведiть, що множина функцiй A ={
fn(x) = nx2

}
n∈N нiде не щiльна в просторi C([0, 1]).

Завдання для самостiйної роботи
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Задача 109. Нехай X — деяка множина та

d(x, y) =

{
0, x = y,
1, x 6= y.

За яких умов на множину X простiр (X, d) буде сепарабельним?

Задача 110. Чи буде множина A = {lnn− lnm : n,m ∈ N} щiль-
ною у просторi R?

Задача 111. Чи буде множина A = {m/
√
n : m ∈ Z, n ∈ N} щiль-

ною у просторi R?

Задача 112. Доведiть, що довiльний пiдпростiр Y сепарабельного
метричного простору X є сепарабельним.

Задача 113. Покажiть, що в метричному просторi довiльна одно-
точкова множина замкнена. Доведiть, що метричний простiр є нор-
мальним топологiчним простором.

Задача 114. Розташувати в одиничнiй кулi простору `2 злiченну
кiлькiсть куль iз радiусом 1

4 , що попарно не перетинаються.

Задача 115. Нехай (xn) — фундаментальна послiдовнiсть у ме-
тричному просторi X. Припустимо, що xnk

→ x для деякої пiдпо-
слiдовностi (xnk

). Доведiть, що xn → x.

Задача 116. Нехай (xn) — послiдовнiсть у метричному просторi
X, x ∈ X. Припустимо, що довiльна пiдпослiдовнiсть (xnk

) має
пiдпослiдовнiсть (xnkl

), збiжну до x. Доведiть, що xn → x.

Задача 117. У метричному просторi (X, d) задано послiдовнiсть
(xn) таку, що d(xn, xn+2) ≤ n−2 i d(xn, xn+1)→ 0. Доведiть, що (xn)
— фундаментальна послiдовнiсть.

Задача 118. У метричному просторi (X, d) задано послiдовнiсть
(xn) таку, що d(xn, xn+2) ≤ n−1 i d(xn, xn+1) → 0. Чи обов’язково
(xn) — фундаментальна послiдовнiсть?

Задача 119. Чи можна метризувати поточкову збiжнiсть послi-
довностей обмежених функцiй [0, 1]→ R?

Задача 120 (лема Макшейна). Нехай (X, d) — метричний простiр,
A ⊆ X, k > 0. Тодi довiльну k–лiпшицеву функцiю з A в R можна
продовжити до k–лiпшицевої функцiї з X у R.

23



2.2. Повнi метричнi простори
Теоретичнi вiдомостi

Означення. Послiдовнiсть елементiв (xn) метричного простору
M = (X, d) називається фундаментальною, якщо для довiльного
ε > 0 iснує таке число N(ε), що для всiх m,n > N(ε) виконується
d(xm, xn) < ε.
Означення. Метричний простiр M називається повним, якщо до-
вiльна фундаментальна послiдовнiсть у M є збiжною.
Теорема. Метричний простiр є повним тодi й лише тодi, коли до-
вiльна послiдовнiсть непорожнiх, замкнених, вкладених куль, радi-
уси яких прямують до нуля, має непорожнiй перетин.
Означення. Повний метричний простiр E називається поповнен-
ням метричного простору E, якщо E ⊆ E та E є щiльним в E.
Теорема. Будь-який метричний простiр має поповнення, єдине з
точнiстю до iзометрiї, що залишає точки простору нерухомими.

Завдання для аудиторної роботи

Задача 121. Довести, що (N, d), де

∀n,m ∈ N d(n,m) =

{
0, якщо m = n,

1 + 1
n+m , якщо m 6= n,

є повним метричним простором.

Задача 122. Нехай R∞ — множина всiх послiдовностей дiйсних
чисел x = (xn) i

∀x, y ∈ R∞ d(x, y) =

∞∑
n=1

1

2n
|xn − yn|

1 + |xn − yn|
.

Довести, що (R∞, d) — повний сепарабельний метричний простiр.

Задача 123. Дослiдити на повноту простiр (C([0, 1]), d), де

∀x, y ∈ C([0, 1]) d(x, y) =

∫1

0

|x(t)− y(t)| dt.

Задача 124. Доведiть повноту простору C0([0,+∞)) =
{f ∈ C([0,+∞)) : f(x)→ 0, x→ +∞} з рiвномiрною метрикою
d(f, g) = maxx∈[0,+∞) |f(x)− g(x)|.
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Задача 125. Нехай (X, d) — повний метричний простiр i Y ⊆ X.
Довести, що простiр (Y, d) повний тодi й лише тодi, коли Y — за-
мкнена множина.

Задача 126. Довести, що рiвномiрно неперервна функцiя на ме-
тричному просторi однозначно продовжується до неперервної фун-
кцiї на його поповненнi й це продовження рiвномiрно неперервне.
Показати, що припущення про рiвномiрну неперервнiсть суттєве.

Задача 127. Метричний простiр (X, d) повний тодi й тiльки тодi,
коли довiльна послiдовнiсть непорожнiх вкладених замкнених куль
iз прямуючими до нуля радiусами має рiвно одну спiльну точку.

Задача 128. Доведiть, що повний метричний простiр є множиною
другої категорiї.

Задача 129. Нехай (X, d) — повний метричний простiр, {Gn}n∈N —
злiченний набiр вiдкритих скрiзь щiльних пiдмножин X. Довести,
що множина ∩∞n=1Gn непорожня та скрiзь щiльна.

Задача 130. Доведiть, що вiдкритий круг на площинi R2 не мо-
жна розбити на двi непорожнi вiдкритi пiдмножини (метрика на
площинi стандартна).

Задача 131. Доведiть, що замкнений круг на площинi R2 не мо-
жна розбити на двi непорожнi замкненi пiдмножини (метрика на
площинi стандартна).

Задача 132. Довести, що кожна непорожня досконала пiдмножи-
на R континуальна.

Завдання для самостiйної роботи

Задача 133. Нехай Y — пiдпростiр C([0, 1]), що складається з усiх
полiномiв. Чи буде Y повним метричним простором?

Задача 134. Доведiть, що простiр B(X) заданих на непорожнiй
множинi X обмежених дiйснозначних функцiй повний вiдносно ме-
трики d(f, g) = supx∈X |f(x)− g(x)|.

Задача 135. Доведiть, що довiльний метричний простiр (X, d) iзо-
метричний пiдпростору простору B(X).
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Задача 136. Виведiть iз попереднiх двох задач теорему про iсну-
вання поповнення.

Задача 137. Обґрунтуйте таку конструкцiю поповнення метри-
чного простору (X, d). Нехай X̃ — простiр класiв еквiвалентно-
стi фундаментальних послiдовностей x = (xn) простору X, де
x = (xn) та y = (yn) вважаються еквiвалентними, якщо фунда-
метнальна послiдовнiсть x1, y1, x2, y2, ..., xn, yn, ..., а метрика така:
d̃(x, y) = limn→∞ d(xn, yn). Вкладення X в X̃ задано формулою
x 7→ (x, x, ...).

Задача 138. Наведiть приклад множини X, таких двох метрик d1

i d2 на нiй, що (X, d1) — повний метричний простiр, (X, d2) — не-
повний метричний простiр. Наведiть приклад двох гомеоморфних
метричних просторiв, один з яких повний, а iнший — нi.

Задача 139. Нехай (X, d) — повний метричний простiр, X =
∪∞n=1Fn i кожна з множин Fn є замкненою. Довести, що принаймнi
одна з множин Fn має непорожню внутрiшнiсть.

Задача 140. Нехай (X, d) — повний метричний простiр, {Xn}n∈N
— злiченний набiр замкнених пiдмножин X, причому intXn = ∅
∀n ∈ N. Тодi int (

⋃∞
n=1 Xn) = ∅.

Задача 141. Довести, що множину Q не можна подати у виглядi
перетину не бiльш нiж злiченної кiлькостi вiдкритих множин.

Задача 142. Установити iснування такої функцiї f ∈ C([0, 1]), що
для всiх x ∈ [0, 1):

limh→0+0
|f(x + h)− f(x)|

h
= +∞.

Задача 143. Доведiть, що замкнену опуклу множину A ⊆ Rn не
можна розбити на двi непорожнi замкненi пiдмножини (метрика на
Rn стандартна).

Задача 144. Доведiть, що вiдкриту опуклу множину A ⊆ Rn не
можна розбити на двi непорожнi вiдкритi пiдмножини (метрика на
Rn стандартна).
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2.3. Компактнi метричнi простори
Теоретичнi вiдомостi

Означення. Метричний простiр E називається компактним, якщо
компактним є вiдповiдний топологiчний простiр з породженою то-
пологiєю.
Означення. Нехай A, S ⊆ X та ε > 0. Множина S називається ε-
сiткою для множини A, якщо для довiльного елемента x ∈ A iснує
елемент y ∈ S такий, що d(x, y) < ε.
Означення. Множина A в метричному просторi (X, d) називає-
ться цiлком обмеженою, якщо для кожного ε > 0 iснує скiнченна
ε-сiтка для множини A.

Завдання для аудиторної роботи

Задача 145. Нехай (X, d) — метричний простiр. Доведiть, що такi
твердження є еквiвалентними:

(i) (X, d) — компактний метричний простiр;

(ii) (X, d) — повний i цiлком обмежений метричний простiр.

Задача 146. Нехай (X, d) — метричний простiр. Доведiть, що такi
твердження є еквiвалентними:

(i) (X, d) — компактний метричний простiр;

(ii) iз довiльної послiдовностi точок простору (X, d) можна ви-
брати збiжну пiдпослiдовнiсть.

Задача 147. Доведiть, що компактний метричний простiр є пов-
ним та сепарабельним.

Задача 148. Нехай (X, d) — компактний метричний простiр, f ∈
C(X). Покажiть, що досягається infX f .

Задача 149. Нехай K — компактна множина метричного просто-
ру (X, d). Доведiть, що iснують такi точки x, y ∈ K, що d(x, y) =
diam(K).

Задача 150. Наведiть приклад замкненої, обмеженої, але
некомпактної множини у просторi `2.
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Задача 151. Покажiть, що:

1) множина елементiв xn =

 1

n
, ...,

1

n︸ ︷︷ ︸
n

, 0, ...

 не є компактною в

просторi `1;

2) множина елементiв xn =

 1

n
, ...,

1

n︸ ︷︷ ︸
n2

, 0, ...

 не є компактною в

просторi `2;

3) множина елементiв xn =
(
1, 1

2 , ...,
1
n , 0, ...

)
є компактною в про-

сторi `3.

Задача 152. Доведiть, що компакт неможливо iзометрично вiд-
образити на власну пiдмножину.

Задача 153 (критерiй компактностi в `2). Множина K ⊆ `2 ком-
пактна ⇔ множина K ⊆ `2 замкнена, обмежена та ∀ε > 0 ∃n ∈ N
∀x ∈ K

∑∞
i=n |xi|2 < ε.

Задача 154 (критерiй Асколi – Арцела). Доведiть еквiвалентнiсть:
множинаK ⊆ C([0, 1]) компактна⇔ множинаK ⊆ C([0, 1]) замкне-
на, обмежена та одностайно неперервна.

Задача 155. Покажiть, що замкненi кулi просторiв `2 та C([0, 1])
(метрика рiвномiрна) некомпактнi.

Задача 156. Доведiть нiде не щiльнiсть компактних множин про-
сторiв `2 та C([0, 1]) (метрика рiвномiрна).

Завдання для самостiйної роботи

Задача 157. Нехай A, B — замкненi пiдмножини метричного про-
стору (X, d), при цьому A — компактна множина, а A ∩ B = ∅.
Доведiть, що iснує така точка x ∈ A, що d(x,B) = d(A,B).

Задача 158. Нехай A, B — компактнi пiдмножини метричного
простору (X, d), при цьому A ∩ B = ∅. Доведiть, що iснують такi
точки x ∈ A, y ∈ B, що d(x, y) = d(A,B).

28



Задача 159. Доведiть, що множина першої категорiї в компактно-
му метричному просторi має скрiзь щiльне доповнення.

Задача 160. Нехай (αn) ∈ `2, αn ≥ 0. Доведiть, що множина

B = {x ∈ `2 : |xn| ≤ αn}

компактна в просторi `2.

Задача 161. Нехай αn > 0, αn → +∞. Доведiть, що множина

E =

{
x ∈ `2 :

∞∑
n=1

αnx
2
n ≤ 1

}

компактна в `2.

Задача 162. Доведiть, що метричний простiр (X, d) компактний
тодi й тiльки тодi, коли довiльна неперервна функцiя f : X → R
обмежена на ньому.

Задача 163. Нехай (X, dX), (Y, dY ) — метричнi простори, при
цьому (Y, dY ) — компактний простiр. Нехай f ∈ C(X × Y ) та
g(x) = maxy∈Y f(x, y). Довести, що g ∈ C(X).

Задача 164. НехайX — повний метричний простiр та A ⊆ X — не-
порожня обмежена множина. Мiрою некомпактностi Куратовсько-
го множини A називають величину

α(A) = inf {ε > 0 : iснує скiнченне покриття множини A

множинами з diam < ε} .

Мiрою некомпактностi Хаусдорфа множини A називають величину

χ(A) = inf {ε > 0 : iснує скiнченна ε–сiтка множини A} .

Доведiть нерiвнiсть

χ(A) ≤ α(A) ≤ 2χ(A).

Задача 165. Покажiть, що для одиничної кулi B простору `2 має
мiсце

χ(B) = 1, α(B) = 2,

де α, χ — мiри некомпактностi Куратовського та Хаусдорфа.
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2.4. Принцип стискаючих вiдображень
Теоретичнi вiдомостi

Означення. Вiдображення f , що дiє в метричному просторi (X, d),
називається стискаючим, якщо iснує число α ∈ [0, 1) таке, що для
всiх x, y ∈ X має мiсце нерiвнiсть d(f(x), f(y)) ≤ αd(x, y).

Завдання для аудиторної роботи

Задача 166 (C. Банах). Нехай (X, d) — повний метричний простiр,
а вiдображення f : X → X задовольняє умову

d(f(x), f(y)) ≤ αd(x, y) ∀x, y ∈ X,

де α ∈ [0, 1). Доведiть, що вiдображення f має єдину нерухому
точку.

Задача 167. Чи можна у формулюваннi принципу стискаючих вiд-
ображень зняти умову повноти метричного простору?

Задача 168. Нехай (X, d) — повний метричний простiр, а вiдобра-
ження f : X → X задовольняє умову

d(f(x), f(y)) < d(x, y) ∀x, y ∈ X, x 6= y.

Чи завжди таке вiдображення має нерухому точку?

Задача 169. Нехай (X, d) — компактний метричний простiр, а вiд-
ображення f : X → X задовольняє умову

d(f(x), f(y)) < d(x, y) ∀x, y ∈ X, x 6= y.

Довести, що вiдображення f має єдину нерухому точку.

Задача 170. Нехай (X, d) — повний метричний простiр i задано
вiдображення f : X → X. Вiдомо, що при деякому n ∈ N вiд-
ображення fn = f(f(f(...f(︸ ︷︷ ︸

n

x)))) є стискаючим. Доведiть, що f має

єдину нерухому точку.
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Задача 171. Нехай (X, d) — повний метричний простiр. Вiдобра-
ження f : X → X неперервне, а v : X → [0,+∞) задовольняє умову

d(x, f(x)) ≤ v(x)− v(f(x)) ∀x ∈ X.

Доведiть, що для довiльної точки x0 ∈ X послiдовнiсть xn =
f(xn−1) збiгається до нерухомої точки вiдображення f .

Задача 172. Функцiя f ∈ C([a, b]× R) задовольняє умову

∃m > 0 ∃M ≥ m ∀x ∈ [a, b]

∀y1, y2 ∈ R, y1 6= y2 : m ≤ f(x, y1)− f(x, y2)

y1 − y2
≤M.

Довести, що iснує єдина функцiя g ∈ C([a, b]) така, що f(x, g(x)) = 0
для всiх x ∈ [a, b].

Задача 173. Розглянемо нескiнченну систему рiвнянь

xk =

∞∑
i=1

akixi + bk, k ∈ N, (2.1)

де b = (bi) ∈ `∞. Доведiть, що при supk

∑∞
i=1 |aki| < 1 система має

єдиний розв’язок у `∞.

Задача 174. Довести, що рiвняння y(x) = 1
2

∫1

0
esin(xs)y(s) ds+f(x)

∀x ∈ [0, 1], де f ∈ C([0, 1]), має єдиний розв’язок y ∈ C([0, 1]).

Завдання для самостiйної роботи

Задача 175. Доведiть, що послiдовнiсть дробiв

2, 2 +
1

2
, 2 +

1

2 + 1
2

, ...

збiжна та знайдiть її границю.

Задача 176. Нехай (X, d) — метричний простiр, а вiдображення
f : X → X задовольняє умову

d(f(x), f(y)) < d(x, y) ∀x, y ∈ X, x 6= y.
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Припустимо, що точка x0 ∈ X така, що послiдовнiсть iтерацiй
xn = f(xn−1) мiстить пiдпослiдовнiсть, яка збiгається до x∞ ∈ X.
Довести, що x∞ — єдина нерухома точка вiдображення f .

Задача 177. Нехай у системi (2.1) b = (b1, b2, ...) ∈ `1. Доведiть, що
при supi

∑∞
k=1 |aki| < 1 система має єдиний розв’язок у просторi `1.

Задача 178. Нехай у системi (2.1) b = (b1, b2, ...) ∈ `2. Доведiть, що
при

∑∞
k,i=1 |aki|2 < 1 система має єдиний розв’язок у просторi `2.

Задача 179. Чи є вiрним твердження: якщо в метричному просто-
рi будь–яке стискаюче вiдображення має нерухому точку, то про-
стiр є повним?

Задача 180. Доведiть, що рiвняння x+ 1
2 sinx+f(t) = 0 має єдиний

розв’язок x = x(t) у просторi C([a, b]).

Задача 181. Доведiть, що рiвняння x(t) = 1
2

∫1

0
tξ2x(ξ)dξ + 1 має

єдиний розв’язок x = x(t) у просторi C([0, 1]).

Задача 182. Доведiть, що рiвняння x(t) = 1
2

∫1

0
et−ξx(ξ)dξ+ 1 має

єдиний розв’язок x = x(t) у просторi C([0, 1]).
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Роздiл 3

Елементи лiнiйного аналiзу

3.1. Лiнiйнi нормованi простори
Теоретичнi вiдомостi

Означення. Функцiя ‖ · ‖ : E → [0,+∞), визначена на лiнiйному
просторi E, називається нормою, якщо виконано такi умови:

• ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0;

• ∀x ∈ E, α ∈ R : ‖αx‖ = |α|‖x‖;

• ∀x, y ∈ E : ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Упорядкована пара (E, ‖ · ‖) при цьому називається лiнiйним нор-
мованим простором.
Означення. Послiдовнiсть елементiв (xn), xn ∈ E називається
збiжною до x ∈ E у лiнiйному нормованому просторi (E, ‖·‖), якщо
‖xn − x‖ → 0, n→∞.

Завдання для аудиторної роботи

Задача 183. Чи нормується довiльний лiнiйний простiр?

Задача 184. Доведiть, що функцiя

Rn 3 x 7→ ‖x‖p =

(
n∑

k=1

|ξk|p
)1/p
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не є нормою на Rn при n > 1 i p < 1.

Задача 185. Покажiть, що норми ‖f‖∞ = maxx∈[a,b] |f(x)| та
‖f‖1 =

∫b
a
|f(x)| dx не еквiвалентнi на C([a, b]).

Задача 186. Доведiть еквiвалентнiсть усiх норм у просторi Rn.

Задача 187. Чи є простiр `1 повним вiдносно норми ‖x‖∞ =
maxn |ξn|, x = (ξn) ∈ `1?

Задача 188. Чи збiгається у просторi E послiдовнiсть (xn), якщо:

1) xn =

 1

n
, 0, ..., 1︸ ︷︷ ︸

n

, 0, ...

, E = `2;

2) xn =

0, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, 1
n2 ,

1
(n+1)2 ...

, E = `1;

3) xn(t) = tn, E = C([0, 1])?

Задача 189. Доведiть замкненiсть довiльного скiнченновимiрного
лiнiйного пiдпростору лiнiйного нормованого простору.

Задача 190. Доведiть скiнченновимiрнiсть лiнiйного нормованого
простору з компактною замкненою кулею.

Задача 191. Покажiть, що для одиничної кулi B нескiнченнови-
мiрного лiнiйного нормованого простору має мiсце

χ(B) = 1, α(B) = 2,

де α, χ — мiри некомпактностi Куратовського та Хаусдорфа.

Задача 192. Доведiть, що в нескiнченновимiрному лiнiйному нор-
мованому просторi компактна множина нiде не щiльна.

Задача 193. Покажiть, що множина C1([0, 1]) є множиною першої
категорiї в просторi C([0, 1]).

Задача 194. Доведiть, що в банаховому просторi послiдовнiсть
непорожнiх замкнених вкладених куль має непорожнiй перетин.
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Задача 195. У просторi C([0, 1]) побудувати послiдовнiсть непоро-
жнiх вкладених опуклих замкнених обмежених множин, що мають
порожнiй перетин.

Завдання для самостiйної роботи

Задача 196. Чи є нормою функцiя:

1) p(f) = |f(1)− f(0)|+ maxx∈[0,1]

∣∣ d
dxf(x)

∣∣, f ∈ C1([0, 1]);

2) p(f) = |f(0)|+ maxx∈[0,1]

∣∣ d
dxf(x)

∣∣, f ∈ C1([0, 1]);

3) p(f) = |f(1)|+ |f(0)|+ maxx∈[0,1]

∣∣∣ d2

dx2 f(x)
∣∣∣, f ∈ C2([0, 1])?

Задача 197. За яких умов на функцiю α ∈ C([0, 1]) функцiя

ϕ(x) = max
0≤t≤1

α(t)|x(t)|

є нормою в C([0, 1])?

Задача 198. Знайти норму елемента x в заданому просторi X:

1) x(t) = tn, X = C([0, 1]);

2) x = (1, 1
2 ,

1
3 ,

1
4 , ...), X = `2;

3) x(t) = t, X = L4([0, 1]);

4) x(t) = sin t + cos t, X = L2([0, 1]);

5) x = ( 1√
1·2 ,

1√
2·3 ,

1√
3·4 , ...), X = `2;

6) x(t) = t2, X = C1([0, 1]).

Задача 199. Довести, що простiр C([−1, 1]) з нормою∫1

−1

|x(t)|dt

не є банаховим.

Задача 200. Нехай у лiнiйному просторi E задано двi норми ‖·‖0,
‖·‖1, причому ‖x‖0 ≤ ‖x‖1 ∀x ∈ E та простори (E, ‖·‖0), (E, ‖·‖1)
банаховi. Доведiть еквiвалентнiсть цих норм.
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Задача 201. Дослiдити на збiжнiсть послiдовнiсть (xn) у заданому
просторi X:

1) xn = (1, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n

, 1/n, 0, 0, ...), X = `p;

2) xn = (1, 1√
2
, 1√

3
, ..., 1√

n
, 0, 0, ....), X = `p;

3) xn = (0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, 1
n ,

1
n+1 , ...), X = `p;

4) xn(t) = e−t/n, X = C([0, 1]);

5) xn(t) = tn − t3n, X = Lp([0, 1]);

6) xn(t) = tn − t3n, X = C([0, 1]).
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3.2. Лiнiйнi неперервнi функцiонали
Теоретичнi вiдомостi

Означення. Число
‖f‖ = sup

x∈E

|f(x)|
‖x‖

називається нормою лiнiйного функцiонала f у лiнiйному нормова-
ному просторi (E, ‖ · ‖).
Означення. Множина всiх лiнiйних неперервних функцiоналiв
на просторi F = (E, ‖ · ‖) з уведеними поточковими операцiями
додавання функцiоналiв та множення на дiйснi числа називається
спряженим простором i позначається F ∗.
Теорема (Хана – Банаха). Нехай Y — пiдпростiр лiнiйного нор-
мованого простору (X, ‖ · ‖). Для довiльного функцiонала f ∈ Y ∗

iснує функцiонал F ∈ X∗ такий, що ∀x ∈ Y : f(x) = F (x) та
‖f‖Y = ‖F‖X .
Теорема (Банаха – Штейнгауза). Нехай E — лiнiйний нормований
простiр i задано послiдовнiсть функцiоналiв (fn), fn ∈ E∗. Якщо
∀x ∈ E ∃c(x) > 0 ∀n ∈ N : |fn(x)| < c(x), то ∃c > 0 ∀n ∈ N :
‖fn‖ < c.

Завдання для аудиторної роботи

Задача 202. З’ясуйте, чи є наведенi функцiонали лiнiйними, непе-
рервними. Для лiнiйних неперервних функцiоналiв знайдiть норми:

1) E = C([0, 1]), f(x) = x(1/2);

2) E = C([0, 1]) з нормою ‖x‖ =
∫1

0
|x(t)| dt, f(x) = x(1/2);

3) E = C([0, 1]), f(x) =
∫1

0
x(t) sign(t− 1/2) dt;

4) E = Rn з нормою ‖ · ‖p (1 ≤ p ≤ ∞), f(x) = x1 + x2 + ... + xn;

5) E = `2, f(x) =
∑∞

n=1
xn

n .

Задача 203. Нехай f ∈ E∗\{0} та L = {x ∈ E : f(x) = 1}. Дове-
дiть, що 1

‖f‖ = infx∈L ‖x‖.

Задача 204. Нехай f ∈ E∗ та ker f = {x ∈ E : f(x) = 0}. Доведiть,
що |f(x)|

‖f‖ = infy∈ker f ‖y − x‖.
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Задача 205. Знайдiть норму лiнiйного функцiонала f , заданого на
просторi E, та з’ясуйте, чи досягається вона на замкненiй одиничнiй
кулi, якщо:

(1) E = C([0, 1]), f(x) =
∑n

k=1 ckx(tk), де {tk} ⊆ [0, 1], {ck} ⊆ R;

(2) E = C([0, 1]), f(x) =
∫1

0
x(t) dt− x(1/2).

Задача 206. Доведiть твердження: довiльний лiнiйний неперерв-
ний функцiонал у просторi `1 має вигляд

f(x) =

∞∑
n=1

anxn, x = (xn) ∈ `1, (3.1)

де a = (an) ∈ `∞, i навпаки: якщо a ∈ `∞, то формула (3.1) задає
лiнiйний неперервний функцiонал, причому ‖f‖ = supn |an|.1

Задача 207. Нехай 1 < p < +∞. Доведiть, що простiр (`p)
∗ iзоме-

трично iзоморфний простору `q, де 1/p + 1/q = 1.

Задача 208. Доведiть, що для довiльного лiнiйного функцiонала
f : f ∈ E∗ тодi й лише тодi, коли для кожної збiжної до нуля послi-
довностi (xn) множина {f(xn)} обмежена.

Задача 209. Доведiть, що лiнiйний функцiонал неперервний тодi
й тiльки тодi, коли його ядро є замкненим.

Задача 210. Наведiть приклад лiнiйного функцiонала, який не є
неперервним.

Задача 211. Нехай 1 ≤ p ≤ ∞ та послiдовнiсть x = (xn) така, що
ряд

∑
n xnyn збiгається для всiх y = (yn) ∈ `p. Доведiть, що x ∈ `q,

де 1/p + 1/q = 1.

Задача 212. Нехай L — лiнiйний многовид лiнiйного нормованого
простору E. Доведiть, що L = E тодi й тiльки тодi, коли для f ∈ E∗

з L ⊆ ker f випливає f = 0.

Задача 213. Нехай E — дiйсний лiнiйний нормований простiр, L ⊂
E — пiдпростiр. Чи правильно, що для довiльного f ∈ L∗ iснує
F ∈ E∗ такий, що F |L = f та ‖F‖E∗ = ‖f‖L∗?

1Таким чином, простiр (`1)
∗ iзометрично iзоморфний простору `∞.
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Задача 214. Нехай G = {x ∈ C([0, 1]) : x(0) = 0}. Побудуйте лi-
нiйний неперервний функцiонал на C([0, 1]), який дорiвнює нулю
на G i набуває значення 2 на функцiї φ(t) = t + 1, t ∈ [0, 1].

Задача 215. Нехай E — лiнiйний нормований простiр, x ∈ E. До-
ведiть, що ‖x‖ = max{|f(x)| : f ∈ E∗ : ‖f‖ = 1}.

Задача 216. Нехай E — лiнiйний нормований простiр. Доведiть,
що спряжений простiр E∗ є повним.

Завдання для самостiйної роботи

Задача 217. З’ясуйте, чи є наведенi функцiонали лiнiйними, непе-
рервними. Для лiнiйних неперервних функцiоналiв знайдiть норми:

(1) E = `1, f(x) =
∑∞

n=1
xn

n ;

(2) E = `1, f(x) =
∑∞

n=1

(
1− 1

n

)
xn;

(3) E = c0, f(x) =
∑∞

n=1 2−n+1xn;

(4) E = `1, f(x) =
∑∞

n=1 xn;

(5) E = c, f(x) = limn→∞ xn.

Задача 218. Перевiрте лiнiйнiсть, неперервнiсть i знайдiть норму
функцiонала

f(x) =

∞∑
n=1

xn + xn+1

2n
(x = (xn))

у просторi `2.

Задача 219. Нехай f, g ∈ E∗ та ker f = ker g. Доведiть, що f = λg,
де λ ∈ R.

Задача 220. Нехай x1, x2, ..., xn — лiнiйно незалежнi елементи лi-
нiйного нормованого простору E, c1, c2, ..., cn — деякi дiйснi числа.
Доведiть iснування функцiонала f ∈ E∗ такого, що f(xk) = ck,
k = 1, n

Задача 221. Нехай E — лiнiйний нормований простiр, A — деяка
множина iндексiв. Системи xα ∈ E, fα ∈ E∗ називають бiортого-
нальними, якщо fα(xβ) = δαβ, де δ — символ Кронекера. Нехай
{x1, x2, ..., xn} ⊂ E — лiнiйно незалежна система. Довести, що iснує
бiортогональна до неї система.
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Задача 222. Чи правильне твердження попередньої задачi для не-
скiнченної системи лiнiйно незалежних елементiв простору E?

Задача 223. За якої умови на лiнiйно незалежну систему {xα :
α ∈ A} ⊂ E iснує бiортогональна до неї система?

Задача 224. Нехай {f1, ..., fn} ⊂ E∗ — лiнiйно незалежна система.
Довести, що в E iснує бiортогональна до неї система.

Задача 225. Нехай xα ∈ E, fα ∈ E∗ — бiортогональна система. Чи
правильно, що: а) xα лiнiйно незалежна; б) fα лiнiйно незалежна?

Задача 226. Нехай (xn) — фiксована послiдовнiсть елементiв лi-
нiйного нормованого простору E, L — її замкнена лiнiйна оболонка.
Довести, що x ∈ L тодi й лише тодi, коли для довiльного функцiо-
нала f ∈ E∗ з того, що f(xn) = 0, n ≥ 1, випливає, що f(x) = 0.

Задача 227. Знайдiть норму лiнiйного функцiонала f , заданого на
просторi E, та з’ясуйте, чи досягається вона на замкненiй одиничнiй
кулi, якщо:

(1) E = C([−π,π]), f(x) =
∫π
−π x(t) sin t dt;

(2) E = C1([0, 1]), f(x) =
∫1

0
tx(t) dt.

Задача 228. Доведiть, що простiр (c0)
∗ iзометрично iзоморфний

простору `1.

Задача 229. Доведiть, що лiнiйний функцiонал, який не набуває
на деякiй кулi лiнiйного нормованого простору принаймнi одного
значення, неперервний.

Задача 230. Доведiть, що замкнена одинична куля B = {x ∈ E :
‖x‖ ≤ 1} є перетином деякої сiм’ї пiвпросторiв вигляду {x ∈ E :
f(x) ≤ c}, де f ∈ E∗, c ∈ R.
Задача 231. Наведiть приклад лiнiйного неперервного функцiо-
нала на банаховому просторi c0, що не досягає своєї норми на оди-
ничнiй замкненiй кулi.

Задача 232. Наведiть приклад лiнiйного неперервного функцiо-
нала на банаховому просторi `1, що не досягає своєї норми на оди-
ничнiй замкненiй кулi.

Задача 233. Наведiть приклад лiнiйного неперервного функцiо-
нала на банаховому просторi C([0, 1]), що не досягає своєї норми на
одиничнiй замкненiй кулi.

40



3.3. Гiльбертовий простiр
Теоретичнi вiдомостi

Означення. Нехай E — дiйсний лiнiйний простiр. Функцiя (·, ·) :
E × E → R називається скалярним добутком на просторi E, якщо
виконуються такi умови:

• ∀x ∈ E : (x, x) ≥ 0, (x, x) = 0⇔ x = 0;

• ∀x, y ∈ E : (x, y) = (y, x);

• ∀x ∈ E,α ∈ R : (αx, y) = α(x, y).

Означення. Упорядкована пара (E, (·, ·)), де E — лiнiйний про-
стiр, а (·, ·) — скалярний добуток, називається евклiдовим (перед-
гiльбертовим) простором.
Означення. Евклiдiв простiр (E, (·, ·)) називається гiльбертовим
простором, якщо простiр (E, ‖ · ‖) є банаховим, де ‖x‖ =

√
(x, x) —

породжена (скалярним добутком) норма.
Означення. Ортогональним доповненням до множини M у гiль-
бертовому просторi (H, (·, ·)) називається множина M⊥ = {x ∈ H :
∀y ∈M(x, y) = 0}.

Завдання для аудиторної роботи

Задача 234 (нерiвнiсть Шварца). Нехай H — передгiльбертовий
простiр. Доведiть, що виконується нерiвнiсть

|(x, y)| ≤ ‖x‖‖y‖ ∀x, y ∈ H.

Задача 235 (теорема Рiса). Нехай f ∈ H∗. Доведiть, що iснує
єдиний елемент y ∈ H такий, що f(x) = (x, y) для довiльного x ∈ H
та ‖f‖∗ = ‖y‖.

Задача 236 (нерiвнiсть Бесселя). Нехай {en}n∈N — ортонормована
система елементiв передгiльбертового простору H. Покажiть, що
для довiльного x ∈ H має мiсце нерiвнiсть

∞∑
n=1

|(x, en)|2 ≤ ‖x‖2.
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Задача 237. У просторi `2 введемо новий скалярний добуток
(x, y) =

∑∞
n=1 λnxnyn, λn ∈ (0, 1). Чи буде отриманий простiр гiль-

бертовим?

Задача 238. Нехай H — передгiльбертовий простiр, а x, y ∈ H.
Доведiть, що x, y ортогональнi тодi й тiльки тодi, коли ‖x + y‖2 =
‖x‖2 + ‖y‖2.

Задача 239. Нехай x, y, xn, yn ∈ H i xn → x, yn → y. Доведiть,
що (xn, yn)→ (x, y).

Задача 240. Для того, щоб лiнiйний нормований простiр H був
передгiльбертовим, необхiдно й достатньо, шоб для всiх x та y ви-
конувалась рiвнiсть

‖x + y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2.

Задача 241. Доведiть, що в C([0, 1]) неможливо ввести скалярний
добуток, породжуючий норму цього простору.

Задача 242. Доведiть твердження:

(1) для довiльної множини M ⊆ H її ортогональне доповнення
M⊥ — лiнiйний пiдпростiр;

(2) M ⊆M⊥⊥;

(3) M = M⊥⊥ ⇔ M — лiнiйний пiдпростiр;

(4) M ⊆ N ⇒ N⊥ ⊆M⊥.

Задача 243. Нехай L — лiнiйний пiдпростiр у H. Доведiть, що
L = H тодi й тiльки тодi, коли L⊥ = {0}.

Задача 244. Для L = {x = (xn) ∈ `2 : x2 = x4 = ... = 0} знайдiть
ортогональне доповнення в гiльбертовому просторi `2.

Задача 245. Нехай L = {x = (xn) ∈ `2 :
∑∞

n=1 xn = 0}. Доведiть,
що L скрiзь щiльна в просторi `2.

Задача 246. Нехай C — замкнена опукла пiдмножина гiльбер-
тового простору H, x ∈ H. Доведiть, що iснує єдиний елемент
z = PCx ∈ C такий, що ‖z − x‖ = miny∈C ‖y − x‖.
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Задача 247. НехайH — гiльбертовий простiр, a, b, c ∈ H. Знайдiть
ортогональну проекцiю елемента x ∈ H на лiнiйний пiдпростiр L =
л. о. {a, b, c}.

Задача 248. Доведiть, що в гiльбертовому просторi довiльна по-
слiдовнiсть непорожнiх вкладених опуклих замкнених обмежених
множин має непорожнiй перетин.

Завдання для самостiйної роботи

Задача 249. Доведiть, що в `p (p ≥ 1, p 6= 2) норма не породжує-
ться жодним скалярним добутком.

Задача 250. Нехай H — гiльбертовий простiр, ‖xn‖ = ‖yn‖ = 1.
Довести, що

(xn, yn)→ 1⇒ ‖xn − yn‖ → 0.

Задача 251. Нехай H — гiльбертовий простiр, ‖xn‖ = ‖yn‖ = 1.
Довести, що

||xn + yn|| → 2⇒ ||xn − yn|| → 0.

Задача 252. Довести, що в передгiльбертовому просторi:

(1) тотожнiсть Аполлонiя

‖z − x‖2 + ‖z − y‖2 =
1

2
‖x− y‖2 + 2‖z − x + y

2
‖2

виконується для довiльних елементiв x, y i z;

(2) нерiвнiсть Птолемея

‖x− z‖‖y − v‖ ≤ ‖x− y‖‖z − v‖+ ‖y − z‖‖x− v‖

виконується для довiльних елементiв x, y, z i v.

Задача 253. У гiльбертовому просторi H = L2([0, 1]) знайти вiд-
стань вiд елемента y = t3 ∈ H до пiдпростору L = л.о.{1, t, t2}.

Задача 254. Знайти в `2 ортогональне доповнення до множини
A = {(a, a2, a3, a4, ...) : a ∈ [0, 1]}.

Задача 255. У просторi `2 розглянемо послiдовнiсть xn =(
1, 1

2k ,
1

22k ,
1

23k , ...
)
, k ∈ N. Доведiть, що лiнiйна оболонка цiєї по-

слiдовностi скрiзь щiльна в просторi `2.
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Задача 256. Знайдiть ортогональну проекцiю еле-
мента x =

(
1, 1

2 ,
1
4 , ...

)
на лiнiйний пiдпростiр L =

{x = (xn) ∈ `2 : x1 = x3 = ... = 0} гiльбертового простору `2.

Задача 257. Нехай C — замкнена опукла пiдмножина гiльберто-
вого простору H, x ∈ H, z ∈ C. Доведiть рiвносильнiсть умов:
1) z = PCx; 2) (z − x, y − z) ≥ 0 ∀y ∈ C.

Задача 258. Нехай L — лiнiйнiй пiдпростiр гiльбертового просто-
ру H, x ∈ H, z ∈ L. Доведiть рiвносильнiсть умов: 1) z = PLx;
2) (z − x, y) = 0 ∀y ∈ L.

Задача 259. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — замкнена
опукла множина та x ∈ H\C. Доведiть, що iснує елемент z ∈ H\{0}
такий, що (z, x) > supy∈C(z, y).

Задача 260. Нехай H — гiльбертовий простiр, (xn) — послi-
довнiсть елементiв простору H така, що для довiльного y ∈ H
iснує limn→∞(xn, y) ∈ R. Доведiть, що iснує x0 ∈ H такий, що
limn→∞(xn, y) = (x0, y) для довiльного y ∈ H.

Задача 261. Нехай E — банаховий простiр, L ⊂ E — пiдпростiр.
Чи правильно, що для довiльного f ∈ L∗ iснує єдиний F ∈ E∗

такий, що F |L = f та ‖F‖E∗ = ‖f‖L∗? А як у випадку, коли E —
гiльбертовий простiр?

Задача 262. Доведiть iзоморфнiсть двох сепарабельних гiльбер-
тових просторiв.
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3.4. Слабка збiжнiсть
Теоретичнi вiдомостi

Означення. Послiдовнiсть (xn) елементiв лiнiйного нормованого
простору E слабко збiгається до елемента x ∈ E, якщо для довiль-
ного функцiонала f ∈ E∗ маємо f(xn)→ f(x), n→∞.

Завдання для аудиторної роботи

Задача 263. Доведiть, що у скiнченновимiрному лiнiйному нор-
мованому просторi сильна та слабка збiжностi рiвносильнi.

Задача 264. Нехай E — лiнiйний нормований простiр, послiдов-
нiсть (xn) (xn ∈ E) слабко збiгається до x ∈ E. Доведiть, що

‖x‖ ≤ limn→∞‖xn‖.

Задача 265. Нехай H — гiльбертовий простiр, послiдовнiсть (xn)
(xn ∈ H) слабко збiгається до x ∈ H та ‖xn‖ → ‖x‖. Доведiть, що
xn → x.

Задача 266. Нехай послiдовнiсть (xn) точок гiльбертового просто-
ру H слабко збiгається до точки x ∈ H. Доведiть, що для довiльної
точки y ∈ H\{x} має мiсце нерiвнiсть

lim inf
n→∞

‖xn − x‖ < lim inf
n→∞

‖xn − y‖ .

Задача 267. Нехай xn ⇀ x у гiльбертовому просторi H. Доведiть,
що iснує пiдпослiдовнiсть (xnk

) така, що
∑m

k=1 xnk

m → x при m→∞.

Задача 268. Доведiть, що одинична куля B = {x : ‖x‖ ≤ 1} сепа-
рабельного гiльбертового простору секвенцiйно слабко компактна.

Задача 269. Нехай xn = (ξ
(n)
k ) ∈ `p , x = (ξk) ∈ `p, 1 < p < +∞.

Доведiть, що xn ⇀ x в `p тодi й тiльки тодi, коли:

(1) ∃M > 0 ∀n ∈ N ‖xn‖ ≤M ;

(2) ∀k ∈ N ξ(n)
k → ξk при n→∞.

Задача 270. Дослiдити послiдовнiсть (xn) на слабку та сильну
збiжнiсть у просторi H, якщо:
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(1) H = L2([0, 1]), xn(t) =
√
n · χ[0,1/n](t);

(2) H = L2([0, 1]), xn(t) = 2n(1− nt) · χ[0,1/n](t).

Задача 271. Доведiть, що будь-яка слабко замкнена пiдмножина
лiнiйного нормованого простору є замкненою.

Задача 272. Доведiть, що лiнiйний пiдпростiр банахового просто-
ру слабко замкнений.

Задача 273. Нехай xn ⇀ x, yn → y в гiльбертовому просторi H.
Доведiть, що

lim
n→∞

(xn, yn) = (x, y).

Побудуйте приклад послiдовностей (xn) i (yn) таких, що xn ⇀ x,
yn ⇀ y та (xn, yn) 9 (x, y).

Завдання для самостiйної роботи

Задача 274. Нехай F ⊆ H — непорожня пiдмножина гiльберто-
вого простору H, (xn) — послiдовнiсть елементiв H. Припустимо,
що:

(1) границя довiльної слабко збiжної пiдпослiдовностi (xnk
) на-

лежить F ;

(2) для довiльної точки y ∈ F iснує limn→∞ ‖xn − y‖ ∈ R.

Доведiть, що послiдовнiсть (xn) слабко збiгається до деякої точки
z ∈ F .

Задача 275. Доведiть, що xn ⇀ x в C([0, 1]) тодi й тiльки тодi,
коли:

(1) ∃M > 0 ∀n ∈ N ‖xn‖ ≤M ;

(2) ∀t ∈ [0, 1] xn(t)→ x(t) при n→∞.

Задача 276. Дослiдити послiдовнiсть (xn) на слабку та сильну
збiжнiсть у просторi H, якщо:

(1) H = `2, xn =

0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n

, 1, 1
2 ,

1
3 , ...

;
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(2) H = `2, xn =

0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n

, 1
n+1 ,

1
n+2 , ...

;

(3) H = L2([0, 1]), xn(t) = cos(2πnt).

Задача 277. Доведiть, що в нескiнченновимiрному гiльбертовому
просторi H замикання одиничної сфери S = {x ∈ H : ‖x‖ = 1} вiд-
носно слабкої збiжностi збiгається з кулею B = {x ∈ H : ‖x‖ ≤ 1} .

Задача 278. Доведiть, що в банаховому просторi `1 послiдовнiсть
елементiв слабко збiжна тодi й лише тодi, коли ця послiдовнiсть
сильно збiжна.

Задача 279. Нехай (xn) — ортогональна послiдовнiсть елемен-
тiв гiльбертового простору H. Довести еквiвалентнiсть таких твер-
джень: a) ряд

∑
xn збiгається сильно; b) ряд

∑
xn збiгається слаб-

ко; c) ряд
∑
‖xn‖2 збiгається.
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3.5. Лiнiйнi неперервнi оператори
Теоретичнi вiдомостi

Означення. Нормою лiнiйного неперервного оператора A : E → F
називається число

‖A‖ = sup
x∈E,x6=0

‖Ax‖F
‖x‖E

.

Лiнiйний нормований простiр усiх лiнiйних неперервних опера-
торiв, що дiють iз простору E у простiр F , позначається L(E,F ).
Означення. Нехай H — гiльбертовий простiр. Оператор A∗ ∈
L(H,H) називається спряженим до оператора A ∈ L(H,H), якщо

∀x, y ∈ H : (Ax, y) = (x,A∗y).

Теорема (Банаха). Нехай E, F — банаховi простори та оператор
A ∈ L(E,F ) — бiєкцiя. Тодi A−1 ∈ L(F,E).

Завдання для аудиторної роботи

Задача 280. Доведiть, що лiнiйний оператор, заданий на лiнiйно-
му нормованому просторi, є неперервним тодi й тiльки тодi, коли
вiн обмежений.

Задача 281. Нехай (αn) — обмежена послiдовнiсть. Довести, що
оператор

Ax = (α1x1,α2x2, ...),

який дiє в `p (1 < p < ∞), є лiнiйним, неперервним, i знайти його
норму.

Задача 282. Нехай Ax(t) = t · x(t). Знайдiть норму оператора A у
випадках:

(1) A : C([0, a])→ C([0, a]);

(2) A : L2([0, a])→ L2([0, a]).

Задача 283. Довести лiнiйнiсть i неперервнiсть iнтегрального опе-
ратора A з неперервним ядром K, тобто оператора A : C([a, b]) →
C([a, b]), що дiє за формулою

(Ax)(t) =

∫ b
a

K(t, s)x(s)ds, t ∈ [a, b], K ∈ C([a, b]2).
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Задача 284. Доведiть, що оператор A : C([0, 1]) → C([0, 1]) є лi-
нiйним, неперервним, i знайдiть його норму, якщо:

(1) Ax(t) =
∫1

0
et−sx(s)ds;

(2) Ax(t) =
∫t

0
x(s)ds;

(3) Ax(t) =
∫t

0
sx(s)ds;

(4) Ax(t) =
∫t

0
f(s)x(s)ds, де f ∈ C([0, 1]), f ≥ 0.

Задача 285. Нехай A : C1([a, b])→ C([a, b]) — оператор диференцi-
ювання Ax(t) = x′(t). Знайдiть норму оператора A, якщо в C1([a, b])
норма задана рiвнiстю ‖x‖ = maxt∈[a,b] |x(t)|+ maxt∈[a,b] |x′(t)|.

Задача 286. Розглянемо спiввiдношення yn =
∑∞

j=1 anjxj , n ∈ N.
Знайдiть необхiднi та достатнi умови на матрицю (anj), за яких
оператор A, дiючий за правилом A(x1, x2, ...) = (y1, y2, ...), є непе-
рервним:

(1) у просторi c0;

(2) у просторi `1.

Знайдiть норму цього оператора в кожному з просторiв.

Задача 287. Знайдiть оператор A∗, спряжений до оператора A,
визначеного в попереднiй задачi в п. (1).

Задача 288. Якщо A ∈ L(E,F ), де E, F — лiнiйнi нормованi про-
стори, то ‖A‖ = ‖A∗‖.

Задача 289. Знайдiть оператор, спряжений до оператора A ∈
L(`2, `2), якщо:

(1) Ax = A(x1, x2, ...) = (0, x1, x2, ...);

(2) Ax = (xn+1, xn+2, ...).

Задача 290. Доведiть, що якщо послiдовнiсть лiнiйних обмежених
операторiв An : E → F , де E, F — лiнiйнi нормованi простори, є та-
кою, що послiдовнiсть (‖An‖) необмежена, то послiдовнiсть (‖Anx‖)
необмежена на будь-якiй замкненiй кулi.
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Задача 291. Нехай послiдовнiсть лiнiйних обмежених операторiв
(An), що вiдображають банаховий простiр E в лiнiйний нормований
простiр F , поточково збiгається. Доведiть, що послiдовнiсть (‖An‖)
є обмеженою.

Задача 292. Нехай E, F — банаховi простори. Доведiть, що про-
стiр L(E,F ) повний вiдносно поточкової збiжностi.

Задача 293. Нехай E — банаховий простiр, A ∈ L(E,E) та ‖A‖ <
1. Доведiть, що оператор (I − A)−1 iснує, обмежений i може бути
поданий у виглядi

(I −A)−1 =

∞∑
n=0

An.

Задача 294. Чи є оператор A : `2 → `2 неперервно оборотним,
якщо:

(1) Ax = (0, x1, x2, x3, ...);

(2) Ax = (x2, x3, x4, ...);

(3) Ax = (x1 − x2, x2, x3, x4, ...)?

Знайти A−1, якщо вiн iснує.

Задача 295. Якi умови iснування неперервного оберненого опера-
тора порушено в попереднiй задачi?

Задача 296. НехайX = C1([0, 1]) з нормою ‖x‖ = maxt∈[0,1] |x(t)|+
maxt∈[0,1] |x′(t)|. Розглянемо оператор A : X → C([0; 1]), (Ax)(t) =
2x′(t) − 3x(t). Доведiть, що оператор A є неперервно оборотним, i
знайдiть A−1.

Задача 297. Нехай E — лiнiйний нормований простiр, A ∈
L(E,E), iснує послiдовнiсть xn ∈ E така, що ‖xn‖ = 1 та Axn → 0.
Доведiть, що A не є неперервно оборотним.

Задача 298. Нехай X та Y — банаховi простори, A : X → Y —
лiнiйний оператор. Доведiть, що такi твердження рiвносильнi:

(1) оператор A неперервний;

(2) якщо (xn) — послiдовнiсть елементiв iз X таких, що xn → x
та Axn → y, то Ax = y.
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Задача 299. Дослiдiть на рiвномiрну, сильну та слабку збiжнiсть
послiдовнiсть операторiв An у просторi `2:

(1) An(x1, x2, ...) =
(
x1

n , x2

n , ...
)
;

(2) An(x1, x2, ...) =

0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n

, xn+1, xn+2, ...

;

(3) An(x1, x2, ...) =

0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n

, x1, x2, ...

.

Завдання для самостiйної роботи

Задача 300. Доведiть, що оператор A : X → X є лiнiйним, непе-
рервним, i знайдiть його норму, якщо:

(1) X = `p (p ≥ 1), Ax = (0, x1, x2, ...);

(2) X = `p (p ≥ 1), Ax = (x2, x3, ...);

(3) X = `p (p ≥ 1), Ax = (x1, 0, x3, 0, ...);

(4) X = `2, Ax =
(
x1,

1
2x2, ...,

1
nxn, ...

)
;

(5) X = C([−1, 1]), Ax(t) = x(t)+x(−t)
2 ;

(6) X = C([−1, 1]), Ax(t) = x(t)−x(−t)
2 ;

(7) X = C([0, 1]), Ax(t) =
∫1

0
cos t · sin s · x(s)ds;

(8) X = C([0, 1]), Ax(t) = t2 · x(0);

(9) X = `2, Ax = (0, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
k

, x1, x2, x3, ...).

Задача 301. Знайти норму оператора вкладення Ax = x, який дiє
з Lp([0, 1]) у Lq([0, 1]), де p > q.

Задача 302. Доведiть, що оператор (Ax)(t) = arctan tx(t), який
дiє на L4(R), є лiнiйним i неперервним, i знайдiть його норму.

Задача 303. Нехай A — лiнiйний оператор у лiнiйному нормовано-
му просторi E. Доведiть, що A неперервний тодi й лише тодi, коли
множина {x ∈ E : ||Ax|| < 1} має хоча б одну внутрiшню точку.
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Задача 304. Знайдiть оператор, спряжений до оператора A ∈
L(`2, `2), якщо:

(1) Ax =
(
x1,

1
2x2, ...,

1
nxn, ...

)
;

(2) Ax = (x1, 0, x3, 0, ...);

(3) Ax = (2x1 + 3x2, 3x1 + 5x2, x3, 0, 0, ...).

Задача 305. Знайти спряжений оператор до A : L2([0, 1]) →
L2([0, 1]), де (Ax)(t) =

∫t
0
x(s)ds.

Задача 306. Нехай A — лiнiйний оператор у банаховому просто-
рi, який переводить сильно збiжнi послiдовностi у слабко збiжнi.
Доведiть, що A — неперервний.

Задача 307. Дослiдiть послiдовнiсть операторiв An : `p → `p (1 <
p < +∞) на рiвномiрну, сильну та слабку збiжнiсть, якщо:

(1) Ax = (x1

n , x2

n+1 ,
x3

n+3 , ...);

(2) Anx = (xn, xn−1, xn−2, ..., x1, 0, 0, 0, ...);

(3) Anx = (0, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, xn, xn+1, xn+2, ...);

(4) Anx = (xn+1, xn+2, xn+3, ...);

(5) Anx = (0, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, xn, 0, 0, ...);

(6) Anx = (0, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n

, x1, x2, x3, ...).

Задача 308. Чи є оператор A : `2 → `2 неперервно оборотним,
якщо:

(1) Ax = (x1, x3, x2, x4, x5, ...);

(2) Ax = (x1,
1
2x2,

1
3x3,

1
4x4, ...);

(3) Ax = (x1 + x2, x2 − x3, x3, x4, ...);

(4) Ax = (x1 + x2, x3, 2x1 + 2x2, x4, ...);

(5) Ax = (0, x1, x2, ...);

(6) Ax = (x2, x3, x4, x5, ...);
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(7) Ax = (x1 − x2, 2x2 − 2x1, x3, ...);

(8) Ax = (x1, x1, x2, x3, x4, x5, ...)?

Задача 309. Нехай E — банаховий простiр. Доведiть, що оператор
A ∈ L(E,E) має неперервний обернений тодi й тiльки тодi, коли A2

має неперервний обернений.

Задача 310. Навести приклад лiнiйного неперервного оператора
A; у якого область значень: а) замкнена; б) незамкнена.

Задача 311. Нехай X — банаховий простiр. Припустимо, що бiлi-
нiйне вiдображення B : E×E → R неперервне за кожною змiнною.
Довести неперервнiсть B за сукупнiстю змiнних.

Задача 312. Нехай A — лiнiйний оператор у гiльбертовому про-
сторi H, причому

∀x, y ∈ H (Ax, y) = (x,Ay).

Доведiть, що оператор A неперервний.

Задача 313. Нехай H — гiльбертовий простiр, y, z ∈ H, Ax =
(x, y)z, x ∈ H. Доведiть, що A ∈ L(H,H), i знайдiть ||A||.

Задача 314. Нехай H — гiльбертовий простiр, G ⊂ H — лiнiйний
пiдпростiр, Px = PGx. Доведiть, що оператор проектування P є
лiнiйним i неперервним. Знайдiть норму P .

Задача 315. Нехай H — гiльбертовий простiр. Довести, що коли
U : H → H, R(U) = H i (Ux,Uy) = (x, y) для всiх x, y ∈ H, то U —
лiнiйний неперервний оператор i ‖U‖ = 1.

53



Програма курсу та типовi завдання

Варiанти програми курсу
«Функцiональний аналiз»

Пiврiчний курс «Функцiональний аналiз»
(спецiальнiсть «Прикладна математика»)

1. Топологiчнi простори. Приклади. Замикання, внутрiшнiсть.
Бази. Аксiоми злiченностi.

2. Неперервнi вiдображення. Збiжнiсть послiдовностей.

3. Аксiоми вiддiльностi. Приклади.

4. Компактнi топологiчнi простори. Рiзнi типи компактностi.
Теорема Тихонова про компактнiсть добутку.

5. Метричнi простори. Приклади.

6. Повнi метричнi простори. Iснування поповнення. Теорема про
вкладенi кулi. Теорема Бера. Принцип стискаючих вiдобра-
жень.

7. Компактнi метричнi простори. Цiлком обмеженi множини.
Теорема Хаусдорфа. Критерiї компактностi в `2 i C([a, b]).

8. Лiнiйнi нормованi простори. Приклади.

9. Лiнiйнi неперервнi функцiонали та спряженi простори.

10. Теорема Хана – Банаха. Наслiдки. Рефлексивнiсть.
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11. Слабка топологiя, слабка збiжнiсть та ∗–слабка збiжнiсть.

12. Лiнiйнi неперервнi оператори.

13. Теорема Банаха – Штейнгауза. Наслiдки.

14. Принцип вiдкритостi вiдображення. Теорема Банаха про
обернений оператор.

15. Компактнi оператори.

16. Геометрiя гiльбертових просторiв. Теорема фон Неймана –
Йордана. Iснування ортогональної проекцiї. Теорема Рiса.

17. Ортонормованi системи. Ряди Фур’є. Нерiвнiсть Бесселя та
рiвнiсть Парсеваля.

18. Iзометричний iзоморфiзм сепарабельних гiльбертових про-
сторiв.

Пiврiчний курс «Функцiональний аналiз»
(спецiальнiсть «Системний аналiз»)

1. Метричнi простори (МП), приклади МП, нерiвностi Гьольде-
ра i Мiнковського, пiдпростiр, неперервнi вiдображення, го-
меоморфiзм, iзометрiя, iзометричнi простори.

2. Вiдкритi та замкненi кулi в МП, граничнi точки, точки доти-
ку, ε-окiл, замикання, властивостi замикання, iзольованi то-
чки, збiжнiсть у МП, характеристика точок дотику в термi-
нах послiдовностей.

3. Неперервнiсть вiдображення, щiльнi пiдмножини, сепара-
бельнi простори, приклади сепарабельних i несепарабельних
МП, внутрiшнi точки, вiдкритi множини в МП, властивостi
вiдкритих множин у МП.

4. Повнi метричнi простори, приклади, принцип вкладених
куль, теорема Бера, поповнення МП, принцип стискаючих
вiдображень.

5. Топологiя, топологiчний простiр (ТП), приклади ТП, вiдкри-
тi множини в ТП, замкненi множини, окiл, точки дотику, гра-
ничнi точки, замикання.
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6. Слiд топологiї, пiдпростiр, аксiоми злiченностi, збiжнiсть у
ТП, аксiоми вiддiльностi, неперервнi вiдображення, ТП, що
можуть бути метризованi, формулювання теореми Урисона.

7. Компактнiсть у МП.

8. Лiнiйнi простори, норма, скалярний добуток, лiнiйнi нормо-
ванi простори (ЛНП), передгiльбертовi простори, гiльбертовi
простори (ГП), лiнiйна залежнiсть та незалежнiсть систем ве-
кторiв, пiдпростiр, ортогональнiсть, розкладення ГП в пряму
суму H = L

⊕
L⊥.

9. Теорема про поповнення, лiнiйна оболонка, замкнена лiнiйна
оболонка, тотальнi множини.

10. Ряди в ЛНП, збiжний ряд, абсолютно збiжний ряд, теорема
про еквiвалентнiсть у банахових просторах, базис Шаудера.

11. Ортогональнi системи, лема Пiфагора, ортонормованi систе-
ми (ОНС), лiнiйна незалежнiсть ОНС, ряд Фур’є, теорема
про проекцiю, мiнiмальна властивiсть ряду Фур’є, нерiвнiсть
Бесселя, теорема про збiжнiсть ряду Фур’є, рiвнiсть Парсе-
валя, повнi ОНС, теорема про базис, замкненi ОНС, теорема
про еквiвалентнiсть повноти та замкненостi.

12. Приклади базисiв, ортогоналiзацiя Гiльберта – Шмiдта, тео-
рема про iснування ортонормованого базису в сепарабельно-
му ГП, iзометрiя сепарабельних ГП.

13. Означення лiнiйного функцiонала, неперервнiсть, обмеже-
нiсть, норма, приклади.

14. Спряжений простiр, повнота спряженого простору, теорема
Рiса, приклади iнших теорем про загальний вигляд лiнiйних
функцiоналiв у ЛНП.

15. Продовження лiнiйного неперервного функцiонала за непе-
рервнiстю, теорема Хана – Банаха, наслiдки.

16. Теорема Банаха – Штейнгауза, канонiчне вкладення E →
E∗∗, рефлексивнi простори.

17. Слабка збiжнiсть функцiоналiв, властивостi (обмеженiсть,
зв’язок зi збiжнiстю за нормою), слабка повнота спряженого
простору, критерiй слабкої збiжностi в ЛНП, слабка компа-
ктнiсть кулi в сепарабельному просторi.
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18. Слабка збiжнiсть у ЛНП, властивостi, критерiй слабкої збi-
жностi в ЛНП, слабка збiжнсть у Rn, ГП, `p.

19. Продовження операторiв за неперервнiстю, добуток операто-
рiв, обернений оператор, неперервно оборотнi оператори, кри-
терiї неперервної оборотностi, теорема Банаха про обернений
оператор, теорема про оборотнiсть оператора, близького до
одиничного.

20. Спряжений оператор у ГП, властивостi.

21. Бiлiнiйнi форми в ГП, теорема про загальний вигляд бiлiнiй-
ної форми в ГП.

22. Самоспряженi оператори, невiд’ємнi оператори, унiтарнi опе-
ратори, ортопроектори.

23. Компактнi оператори, означення, критерiї компактностi.
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Екзаменацiйнi завдання 2016 року

Екзаменацiйний бiлет № 1

1) Доведiть, що множина A топологiчного простору (X, τ) за-
мкнена ⇔ A = clA.

2) Нехай (X, d) — компактний метричний простiр, f ∈ C(X).
Покажiть, що досягається supX f .

3) Доведiть еквiвалентнiсть усiх норм у просторi Rn.

4) Нехай A — лiнiйний оператор у гiльбертовому просторi H,
причому ∀x, y ∈ H (Ax, y) = (x,Ay). Доведiть, що оператор
A неперервний.

Екзаменацiйний бiлет № 2

1) Нехай система множин B ⊆ 2X має властивостi:

(1) X =
⋃

O∈B O;
(2) ∀ (U, V ∈ B, x ∈ U

⋂
V ) ∃W ∈ B : x ∈W ⊆ U

⋂
V .

Доведiть, що на X iснує єдина топологiя τ, для якої система
B є базою.

2) Наведiть приклад лiнiйного неперервного функцiонала на
просторi c0, що не досягає своєї норми на одиничнiй замкне-
нiй кулi.

3) Довести, що множина першої категорiї в компактному метри-
чному просторi має скрiзь щiльне доповнення.

4) Нехай у лiнiйному просторi E задано двi норми ‖·‖0, ‖·‖1,
причому ‖x‖0 ≤ ‖x‖1 ∀x ∈ E та простори (E, ‖·‖0), (E, ‖·‖1)
банаховi. Доведiть еквiвалентнiсть цих норм.

Екзаменацiйний бiлет № 3

1) Доведiть, що повний метричний простiр є множиною другої
категорiї.

2) Нехай Ax(t) = tx(t). Знайдiть норму оператора A у випадках:

(1) A : C([0, a])→ C([0, a]);

58



(2) A : L2([0, a])→ L2([0, a]).

3) Нехай (αn) ∈ `2, αn ≥ 0. Доведiть, що множина

B = {x ∈ `2 : |xn| ≤ αn}

компактна в просторi `2.

4) Наведiть приклад лiнiйного неперервного функцiонала на
просторi `1, що не досягає своєї норми на одиничнiй замкне-
нiй кулi.

Екзаменацiйний бiлет № 4

1) Доведiть, що метричний простiр є нормальним.

2) Знайдiть оператор, спряжений до оператора A ∈ L(`2, `2),
якщо:

(1) Ax = A(x1, x2, ...) = (0, x1, x2, ...);

(2) Ax = (xn+1, xn+2, ...).

3) Нехай αn > 0, αn → +∞. Доведiть, що множина

E =

{
x ∈ `2 :

∞∑
n=1

αnx
2
n ≤ 1

}

компактна в `2.

4) Наведiть приклад лiнiйного неперервного функцiонала на
просторi C([0, 1]), що не досягає своєї норми на одиничнiй
замкненiй кулi.

Екзаменацiйний бiлет № 5

1) Нехай (X, τ) — топологiчний простiр, що задовольняє першу
аксiому злiченностi, M ⊆ X. Доведiть, що для довiльної то-
чки x ∈ clM знайдеться така послiдовнiсть елементiв xn ∈M ,
що xn → x при n→∞.

2) Чи є простiр `1 повним вiдносно норми ‖x‖∞ = maxn |ξn|,
x = (ξn) ∈ `1?
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3) Нехай A, B — компактнi пiдмножини метричного простору
(X, d), при цьому A∩B = ∅. Доведiть, що iснують такi точки
x ∈ A, y ∈ B, що d(x, y) = d(A,B).

4) Доведiть, що лiнiйний функцiонал неперервний тодi й тiльки
тодi, коли його ядро є замкненим.

Екзаменацiйний бiлет № 6

1) Довести, що для того, щоб вiдображення f : X → Y було
неперервним, необхiдно й достатньо, щоб ∀A ⊆ X f(clA) ⊆
clf(A).

2) Нехай R∞ — множина всiх послiдовностей дiйсних чисел x =
(xn) i

∀x, y ∈ R∞ d(x, y) =

∞∑
n=1

1

2n
|xn − yn|

1 + |xn − yn|
.

Довести, що (R∞, d) — повний метричний простiр.

3) Довести, що множина K ⊆ `2 компактна тодi й лише тодi,
коли множина K ⊆ `2 замкнена, обмежена та ∀ε > 0 ∃n ∈ N
∀x ∈ K

∑∞
i=n |xi|2 < ε.

4) З’ясуйте, чи є наведенi функцiонали лiнiйними, неперервни-
ми. Для лiнiйних неперервних функцiоналiв знайдiть норми:

(1) E = `1, f(x) =
∑∞

n=1
xn

n ;
(2) E = `1, f(x) =

∑∞
n=1

(
1− 1

n

)
xn.

Екзаменацiйний бiлет № 7

1) Бiєктивне вiдображення f : X → Y є гомеоморфiзмом тодi
й лише тодi, коли воно зберiгає операцiю замикання, тобто
∀A ⊆ X f(clA) = clf(A).

2) Нехай f ∈ E∗\{0} та L = {x ∈ E : f(x) = 1}. Доведiть, що
‖f‖−1 = infx∈L ‖x‖.

3) Доведiть нiде не щiльнiсть компактних множин просторiв `2

та C([0, 1]) (метрика рiвномiрна).

4) Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — замкнена опукла
множина та x ∈ H \C. Доведiть, що iснує елемент z ∈ H \{0}
такий, що (z, x) > supy∈C(z, y).
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